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Kumpulan tiedekirjasto
Tutkielman aiheena on ollut tutkia onko mahdollista tuottaa sellainen interak-
tiivinen verkkosivu lukion pitkän matematiikan 7. kurssille (Derivaatta), missä
teorian lisäksi opiskelija pystyy tekemään kurssiin liittyviä tehtäviä ja saada niistä
automaattista palautetta. Sivustolta vaadittavia ominaisuuksia ovat matemaattisen
tekstin editori tehtävien tekemiseen sekä piirto-ja animaatio-ohjelma matematiikan
havainnollistamiseen.
Sivustoa varten käytiin läpi useita jo olemassa olevia ohjelmia, joiden perus-
teella matemaattisen tekstin editori päätettiin tehdä itse ja piirto-ohjelmaksi
valittiin Geogebra-ohjelma. Geogebra on suunniteltu matemaattiseksi havainnollis-
tamisvälineeksi, jolla on helppo luoda matematiikan ongelmia visualisoivia kuvia
ja animaatioita. Lisäksi se on helppo upottaa internetsivustolle. Matemaattista
tekstiä tuottavaa editoria varten päädyttiin luomaan oma MathML-kieleen perus-
tuva tekstieditori, jolla voi kirjoittaa matemaattista tekstiä internetsivuilla. Sivusto
pitää sisällään teoriaosuudet raja-arvosta, jatkuvuudesta sekä derivaatasta ja pitää
sisällään 30 näihin liittyvää tehtävää. Jokaisesta tehtävästä on kolme eri versiota,
joista käyttäjälle arvotaan satunnaisesti yksi. Käyttäjä tekee tehtävän matemattiik-
kaeditoriin, jonka vastauksen ohjelma tarkistaa. Kun tehtävä saadaan suoritettua
hyväksytysti, saa käyttäjä pisteen. Editori on selainkohtainen, joten selain muistaa
jälkikäteenkin mitkä tehtävät käyttäjä on tehnyt. Käyttäjä voi myös tallentaa
tekemänsä ratkaisut selaimen omaan muistiin myöhempää tarkastelua varten.
Tutkimuksen tuloksena saatiin, että Derivaatta-kurssia varten on mahdollista
tuottaa kokonainen sivusto, jonka avulla koko kurssin suorittaminen verkossa on
mahdollista. Tutkielman sivusto ei käsitä koko kurssia, mutta kun siihen lisätään
koko kurssin teoria ja tehtävät sekä niiden tarkistukseen tarvittava ohjelmisto (esim.
STACK), kokeet, keskustelualueen sekä oppilaiden hallintaan liittyvät sivut on
verkkokurssin läpikäyntiin tarvittava kokonaisuus olemassa. Tämän lisäksi sivustoa
varten laadittu matematiikkaeditori ja tehtävät mahdollistavat opiskelijoiden har-
joittelun tietokoneella tapahtuvaan matematiikan kirjoittamiseen, jota vuonna 2019
suoritettava sähköinen matematiikan ylioppilaskirjoitus vaatii.
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1 Johdanto
Tutkimuksen tarkoituksena on ollut tutkia voiko lukiotasoiselle opiskelijalle
toteuttaa interaktiivisen verkkosivun, jossa opiskelija voi itsenäisesti tehdä
tehtäviä ja saada tekemiseensä palautetta suoraan tietokoneelta. Jos verkko-
sivun voi toteuttaa, niin tarkoitus on myös pienimuotoisesti tehdä tällainen
sivusto. Tutkimusta varten käytiin läpi useita jo olemassa olevia ohjelmia
ja päädyttiin rakentamaan niiden ja omien intressien pohjalta osittain oma
ohjelmisto sivuston toteuttamiseksi.
Kurssimateriaaliksi valikoitui lukion pitkän matematiikan kurssi 7 (Deri-
vaatta) sen haastavan matemaattisen kirjoitustavan takia. Kurssi vaatii teh-
tävien tekoa varten kunnollisen kirjoitusalustan matemaattiselle tekstille. Li-
säksi kurssissa tarvitaan havainnollistavia kuvia ja animaatioita, mitkä taas
vaativat hyvää piirto-ohjelmaa. Sivuston vähimmäisvaatimuksena oli siten
hyvän kirjoitusalustan ja piirto-ohjelman löytäminen/rakentaminen.
Tutkimus jakaantuu kuuteen lukuun, joissa luvussa 2 esitellään yleiskat-
saus olemassa olevista matemaattisista sivustoista ja niiden toimintavoista.
Luvussa 3 esitellään matemaattisen tekstin tuottamiseen soveltuvia editorei-
ta ja niiden toimintaperiaatteita sekä esitellään matematiikan verkossa ole-
van matemaattisen tekstin esittämiseen soveltuvia ohjelmointikieliä. Luku 4
esittelee oppimateriaaliin valitun ohjelman toimintaa tietokoneen kannalta
ja luku 5 esittelee itse ohjelman toimintaa käyttäjän kannalta ja sivustoon
liittyvät tehtävät. Luvussa 6 on pohdintaa ohjelman mahdollisuuksista ja
rajoituksista sekä esitetään ajatuksia tulevaisuudesta. Lukujen jälkeen ovat
tutkielman viitteet 7 ja liitteet ohjelmakoodiin liittyvistä tiedostoista A ,
tehtävien vastauksista ratkaisuineen B ja matematiikkaeditorin pääohjelma-
koodista C.
Matemaattisia ohjelmistoja on paljon, mutta niiden, kuten esimerkiksi
Mathematia-ohjelman [1℄, käyttö on lukiotasoiselle opiskelijalle usein tur-
han hankalaa. Toisena ääripäänä ovat ylen abitreenien [2℄ kaltaiset teksti-
kenttiin perustuvat ohjelmat, joissa monimutkaisten käsitteiden kanssa työs-
kenteleminen on vaikeaa. Useat matemaattiset ohjelmat, kuten edellä mai-
nittu Mathmematia, ovat lukio-opiskelijoille myös liian kalliita.
Matemaattisen tekstin tuottamiseen internetissä ei ole saatu kunnon stan-
dardia, jota selainohjelmat yhteisesti tukisivat [3℄. Erilaisia järjestelmiä on
tämän takia paljon. Suosituin matemaattisen tekstin tuottamiseksi käytet-




X-ladontajärjestelmä[4℄, sillä se tuottaa hyvin selkeä-




järjestelmään [36℄, jonka avulla käyttäjä voi latoa kirjoja, jotka näyttävät
useimmilla tietokoneilla samalta. Tähän perustuen on kehitetty erilaisia oh-




X-koodia ja tekevät niistä sitten esimerkiksi kuva





ei kuitenkaan suoraan sovellu internetsivujen käyttöön, sillä internetsivuilla





Internetsivuihin liitettäväänmatemaattiseen tekstiin on kehitelty MathML-
kieli[5℄, joka on uusimman internetsivuihin tarkoitetun HTML5[6℄-kielen stan-
dardoitu perusosa. HTML5-kielen standardiin ovat sitoutuneet kaikki mer-
kittävimmät verkkoselaimet: Google Chrome[7℄, Mozilla Firefox[8℄, Internet
Explorer[9℄, Safari[10℄ ja Opera[11℄. Koska HTML5-kieli ei vielä ole valmis, ei-
vät selaimet tue kaikkia HTML5-kielen ominaisuuksia, kuten MathML-kieltä.
Tällä hetkellä sitä tukevat vain Mozilla Firefox- ja Safari- selaimet.
Useilla internetsivuilla käytetään matemaattisen tekstin tuottamiseen myös
CSS-kieltä (Casading Style Sheets). Tästä on esimerkkinä monella sivustolla
käytössä oleva Mathjax-ohjelmisto [17℄. CSS-kieltä tukevat kaikki verkkose-
laimet. Sitä ei kuitenkaan ole suoranaisesti kehitetty matemaattisen tekstin
esittämiseen, joten puhtaan matemaattisen tekstin tuottaminen pelkästään
CSS-kieltä käyttäen on melko hankalaa.
Vanhoja, pelkkään tekstiin perustuvia ohjelmistoja, ei enää juuri käytetä.
Niiden ongelma on vaikeiden matemaattisten lausekkeiden luettavuus, joskin
niiden käyttö tietokoneen kannalta on helppoa ja tätä menetelmää tukevat
kaikki selainohjelmat.
Kaikkiin tekniikkoihin liittyy hyviä ja huonoja puolia, mutta tulin it-
se valinneeksi MathML-kieleen perustuvan sivuston. Suurin syy tähän oli
WYSIWYG-editorin (What you see is what you get) helpohko toteutus, jon-
ka avulla matemaattisen tekstin tuottaminen on helppoa myös lukiotasoisel-
le opiskelijalle. Suurimpana ongelmana ratkaisussa voidaan pitää sen huonoa
yhteensopivuutta useiden selainten kanssa.
Piirtämisohjelmia, jotka sopivat verkossa työskentelyyn, on useita. Näistä
suosituimpana ainakin Suomessa voidaan pitää Geogebraa[19℄. Valitsin tä-
män myös itse sivuston havainnollistamisohjelmaksi. Yksi suuri syy tähän oli
sen helppo liittäminen omiin internetsivuihin. Tosin ohjelman käyttäminen
esimerkiksi kaupallisiin tarkoituksiin on kielletty ja sen lisensointi maksaa
useita tuhansia euroja.
Itse internetsivustossa käydään läpi lukion pitkän matematiikan kurssin
7 peruskäsitteitä: raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta. Koko kurssia ei käydä
läpi ja sivusto toimiikin lähinnä kurssia tukevana ja sen asioita selittävänä
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kokonaisuutena. Sivustoa voi käyttää myös omatoimiseen opiskeluun. Ma-
teriaalissa on teoriaosuuksia sekä 30 tehtävää näistä aiheista, jotka opiske-
lija pystyy tekemään ja tarkastamaan itsenäisesti. Omat ratkaisut on myös




Internetsivut luodaan siihen suunnitellulla HTML-kielellä (Hypertext Mar-
kup Language), jonka koodia internetselainohjelmat osaavat tulkita. Itse koo-
dia voidaan kirjoittaa millä tahansa tekstieditorilla tai sille erikseen suunni-
telluilla ohjelmilla. Koodi sisältää tietoa tekstin rakenteesta ja hierarkiasta.
Se voi sisältää myös hyperlinkkejä toisiin tiedostoihin. HTML-kielen uusin
versio on vuonna 2014 ilmestynyt HTML5-kieli, jonka apuna internetsivuilla
käytetään myös CSS- ja JavaSript-kieliä.
HTML-kielen rakenneosat kirjoitetaan tunnisteiden (tagien) avulla. Tagit
merkitään kulmasulkeiden < > sisään. Tageilla voidaan kuvata monia eri
sivuille liitettäviä elementtejä.
















Kuva 1: HTML5-koodin mukainen sivu internetselaimella
Vaikka HTML-kieli sisältää paljon matemaattisia merkkejä, ei sillä pys-
ty suoraan esittämään monimutkaisempia matemaattista muotoiluja, kuten
murtolausekkeita, juurilausekkeita ja dierentiaalilausekkeita. Pelkkä HTML-
kieli tulkitsee ne vain merkkijonoiksi ja tulostaa ne selaimeen tekstinä. Moni-
mutkaisemmat matemaattiset tekstit pitää joko tulostaa kuvina tai käyttää
niitä varten kehitettyjä muotoilutekniikoita: CSS-, JavaSript- ja MathML-
kieliä. Näiden avulla internetsivulle voidaan myös lisätä dynaamisuutta, jot-
ka tekevät sivuista monipuolisempia ja käyttäjän kanssa parempaan vuoro-
vaikutukseen pystyviä.
2.2 Matemaattiset tehtäväsivut
Internettiin on julkaistu useita lukiotasoisia matemaattisia sivustoja. Monet
niistä esittelevät matemaattista teoriaa tekstien ja kuvien muodossa. Kehit-
tyneemmät sivustot saattavat sisältää myös teoriaan liittyviä tehtäviä, mutta
suurimmassa osassa niistä tehtävät ovat monivalintatehtäviä tai niiden rat-
kaisut on tehtävä käsin ja tarkastusta varten vastaus on annettu sivustolla
kirjallisesti tavallisten kirjojen tapaan. Joihinkin sivustoihin voidaan tehtä-
vien ratkaisut kirjoittaa tekstimuodossa ja kone tarkistaa annetut vastaukset.







Lisäksi joillakin yrityksillä, kouluilla, yliopistoilla ja kustantamoilla on
omia kirjautumisen takana olevia sivuja, joissa voi tehdä interaktiivisia ma-
tematiikan tehtäviä.
Tehtäviä voi tehdä myös joillakin ulkomaisilla sivustoilla. Näissäkin suu-
rin osa perustuu monivalintaan tai puhtaisiin tekstikenttiin eikä monimut-
kaisten matemaattisten ratkaisujen esittäminen niissä onnistu. Lisäksi mak-
sullisia ulkomaisia ohjelmistoa on paljon, mutta näihin en juurikaan tutus-
tunut.
Matemaattista kirjoittamista internetissä voi tehdä sille tarkoitetuilla edi-
toreilla, mutta niitä käyttäviä sivustoja oli hyvin vähän. Yksi esimerkki täl-
laisesti on emath.eu [26℄, josta voi ladata matemaattisia materiaaleja ja teh-
täviä omalle selaimelleen. Ohjelma sisältää seuraavat materiaalit
• E-Math 1: Funktiot ja yhtälöt
• E-Math 2: Polynomit
• E-Math 3: Geometria
• E-Math 4: Analyyttinen geometria
Tämä ohjelma ei kuitenkaan toimi tehtävien osalta kuin Mozilla Firefox-
selaimessa. Materiaalia voi lukea millä selaimella tahansa.
Yhtenä syynä matemaattisen tekstin tuottamisen huonoon tilanteeseen
on, ettei siihen sopivaa standardia ole ja verkossa käytettävät selaimet to-
teuttavat standardeja hyvinkin vaihtelevasti [3℄. Koska standardia ei ole on-
nistuttu luomaan, on kehitetty erilaisia järjestelmiä, jotka eivät tietenkään ole
yhteystyössä toistensa kanssa. Siten toisessa ympäristössä kirjoitettu mate-
maattinen teksti ei ole luettavissa toisessa järjestelmässä ilman koodin muun-
nostöitä. Tämä on johtanut monimutkaisiin ohjelmistoihin ja tehnyt mate-
maattisen tekstin tuottamisen internettiin vaikeaksi.
Koodin tuottamisen vaikeus on johtanut myös siihen, että pitkän mate-
maattisen päättelyketjun tarkastaminen on vaikeaa. Oikeaan lopputulokseen
voidaan päästä monta kautta ja tietokoneen tarkastaessa käyttäjän tekemää
tehtävää sen pitäisi olla tietoinen kaikista näistä eri mahdollisuuksista. Myös-
kään pelkän vastauksen tarkistaminen ei anna oikeaa kuvaa käyttäjän päät-
telystä. Käyttäjän ajatus on voinut olla aivan oikea ja virhe on syntynyt pel-
kästään huolimattomuudesta. Vaihtoehtoisesti vastaus voi olla oikea, vaikka
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päättelyketju siihen on ollut täysin väärä. Monimutkaisten tehtävien tarkis-
taminen vaatii siten monimutkaisten algoritmien perustan. Tällaisia ohjelmia
on myös kehitetty, kuten STACK [31℄, AIM [32℄ ja Maple T.A. [33℄.
2.3 Matemaattiset pelit
Matemaattisia pelejä on internetissä runsaasti. Ne perustuvat kuitenkin yleen-
sä hyvin yksinkertaisiin periaatteisiin kuten yhteen-, vähennys, kerto- tai ja-
kolaskuun. Tehtävätyyppeihin kuuluvat usein myös geometrista hahmotta-
mista vaativat tehtävät sekä laskutoimitusten ja geometrian sovellukset.
Monimutkaisempia tehtäviä tai muita pelaajia vastaan sisältäviä sivus-
toja on huomattavan vähän tai ne ovat tasoltaan ala-kouluikäisille. Joitakin







Edellä olevista peleistä yksikään ei ole pelkästään matematiikkaan perus-
tuva eikä niissä pysty pitkiä matemaattisia päätelmiä tallentamaan muualle
kuin omaan päähän. Niiden käyttö perustuukin lähinnä nopeaan päättely-
taitoon eikä omaan rauhallisesti suoritettuun päättelyketjuun, jota matema-
tiikassa usein tarvitaan.
Pelkästään lukiotason matematiikkaan suunnattuja tietokonepelejä ei löy-
tynyt lainkaan. Syynä tähän on varmasti myös sellaisen peli-idean löytämi-
nen, jotta siinä voitaisiin hyödyntää lukiotasoista matematiikkaa. Vastaavia
oppitunneilla pelattavia pelkästään lukiotasolle suunnattuja matematiikka-
pelejä ei myöskään ole.
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2.4 Matemaattiset animaatiot ja piirto-ohjelmat
Internetissä olevia erilaisia piirto-ohjelmia on paljon. Suoraan matemaatti-
seen piirtämiseen, kuten funktioiden kuvaajien ja geometristen muotojen piir-
tämiseen suunnattuja ohjelmia on vähemmän ja niiden taso on vaihteleva ja
usein hinnasta riippuvainen. Kuitenkin useita hyviä ilmaisia verkkotyösken-






Monia niistä voi käyttää internetsivuilla olevan matemaattisen materiaa-
lin havainnollistamiseen. Itse päädyin omassa sivustossani Geogebraan, sillä
se oli minulle entuudestaan tuttu ja sitä käytetään myös useassa koulussa
matemaattisena apuvälineenä.
Geogebra on dynaaminen matematiikka ohjelmisto, jolla voi piirtää, kir-
joittaa, luoda animaatioita ja tehtäviä sekä ratkaista monia matemaatti-





MathML -kieliä. Sille on olemassa myös suomenkieliset ohjeet[34℄. Sen eduk-
si voidaan hinnan (0 e) lisäksi laskea se, että siinä tehdyt piirrokset, tehtävät
ja animaatiot on mahdollista upottaa helposti omille internetsivuille. Geo-
gebran lisenssi tosin vaatii, että ohjelman käyttö rajataan vain omaan henki-
lökohtaiseen käyttöön tai luokkahuoneessa tapahtuvaan opetustarkoitukseen
[28℄, joten sivuston käyttäminen luokkahuoneen ulkopuolella on kiellettyä.
Koska Geogebra oli tarkoituksiini tarpeeksi hyvä, en tutustunut muihin oh-
jelmiin kovinkaan monipuolisesti. On mahdollista, että niitä olisi voinut myös
käyttää sivuston pohjana olevana graikkaohjelmana.
3 Matemaattisen tekstin tuottaminen internet-
sivuille
Matemaattista tekstiä ei voi suoraan tuottaa internetsivuille, sillä HTML-
kieli ei osaa tehdä matemaattista muotoilua. Tätä varten HTML-kieleen
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on lisätty erilaisia lisäyksiä, joita kieli tunnistaa. Tärkeimmät näistä ovat





3.1 CSS ja JavaSript
Internetin monimutkaiset tyylit, animaatiot, tekstikentät, lomakkeiden hal-
linnat ja interaktiiviset komponentit tarvitsevat HTML-kielen avuksi lisäosia.
Tärkeimmät näistä ovat nykyisen HTML5-kielen standardit CSS-tyylitiedostot
[12℄ ja JavaSript-komentokieli [13℄.
CSS-tyylitiedostolla voidaan antaa tyyliehdotuksia rakenteellisiin doku-
mentteihin, kuten HTML-dokumenttiin. HTML-dokumenttiin voidaan itses-
sään lisätä tagi <style>, jolla voidaan muokata dokumenttiin liittyviä tyyle-
jä. Toinen vaihtoehto on lisätä tagi <link rel="stylesheet"href="styles.ss"/>,
jolla ilmoitetaan, että dokumenttiin liittyy ulkoinen tyylitiedosto styles.ss.
CSS -tyylitiedosto on sitten yksinkertainen tekstitiedosto, jossa kerrotaan
mitä eri rakenneosiin liittyviä tyylejä käytetään.








kertoo, että HTML-dokumentin otsikko-tagille <h1> annetaan väriksi nu-
mero:#0000FF; (sininen), teksti tasataan keskelle, fonttina käytetään Arial-
fonttia, fontin koko on 32 px ja kentän marginaali alhaalla on 0 px. Niitä tyy-
litietoja mitä CSS-dokumentissa ei anneta, ottaa alkuperäinen dokumentti
ne HTML-kielen oletusarvoista.
CSS-tyylitiedostoja voi antaa kokonaiselle sivulle ja sivun osille tai vaik-
kapa vain yksittäisille kappaleille ja jopa yksittäisille kirjaimille. Sillä voidaan
muokata myös MathML-kielen tageja, joten sen avulla pystyy muokkaamaan
koko matematiikan esitysasua internetsivuilla. Esimerkissä 2 on sivustolle










kuvaa mat-nimisen luokan muotoilua (Tämä on sivuston editorin matemaat-
tisen tekstin muotoiluun liittyvä CSS-tyyli) . Fonttina käytetään STIX-fontteja
ja taustana käytetään valkoista väriä. Fontin tyyli, koko ja tekstin pystysuora
tasaus peritään ylemmältä luokalta.
CSS-tyylitiedostoilla voidaan nykyään tehdä hyvin monimutkaisiakin tyy-
lejä ja sen avulla voidaan jopa kirjoittaa puhdasta matemaattista tekstiä.
Kaikki nykyaikaiset selaimet tukevat CSS-tyylejä, joten niiden käyttö ei juu-
rikaan rajoita sivuston toimintaa millään selaimella. Selaimet tosin toteut-
tavat CSS-tyylejä hiukan eri lailla, joten saman CSS-tyylin näkymä saattaa
vaihdella selaimesta toiseen, kuten esimerkki 3 osoittaa.
Esimerkki 3. Alla olevassa kuvassa on pelkällä CSS-tiedostolla aikaansaatu
matemaattinen teksti neljällä eri selaimella.
Kuva 2: Matemaattista tekstiä pelkällä CSS-kielellä Firefox ja IE-selaimilla.
Kuva 3: Sama kaava Safari- ja Chrome-selaimilla.
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Kuten kuvista 2 ja 3 nähdään, ei pelkällä CSS-tyylitiedostolla saada ai-
kaan kaikille selaimille yhteensopivaa tyyliä. HTML5-kielen standardin ke-
hittyessä tyylivaihtelut eri selainten välillä saadaan tulevaisuudessa todennä-
köisesti pienenemään.
HTML-kieleen voidaan upottaa myös JavaSript-komentokielen koodia.
JavaSript lisää internetsivujen toiminallisuutta, sallii käyttäjän rajoitetun
selaimen hallinnan ja antaa käyttäjälle mahdollisuuden muokata omaa si-
vunäkymää. Kaikki uudenaikaiset selaimet osaavat JavaSript-kieltä, joten
sen käyttäminen internetsivuilla on hyvin yleistä. Javasript-kieli lisätään
HTML-koodiin <sript> ja </sript> tagien väliin.
Esimerkki 4. Seuraava JavaSript-koodi lisää HTML-sivuille huomio-nimellä




Myös muita toiminnallisuuden lisäämiseen tarkoitettuja tekniikoita on,
kuten PHP-, SQL- ja JQuery-kielet. Nämä perustuvat kuitenkin palvelinpuo-
len tekniikkaan, kun taas Javasriptin toiminta perustuu asiakkaan (oman ko-
neen) puolella tapahtuvaan toimintaan. Palvelinpuoleen perustuvissa kielis-
sä selain lähettää palvelimelle pyynnön toteuttaa kielen pyytämä asia, jonka
palvelin sitten toteuttaa ja lähettää toteutuksen tuloksen takaisin selaimelle.
Itse tapahtuma siis tehdään palvelimella eikä käyttäjän omassa koneessa.
Dynaamisten elementtien tuottamiseen JavaSript on kuitenkin kaikkein
yleisemmin käytetty kieli, sillä se on HTML5-kielen standardi. Yksi suosit-
tu JavaSriptiin ja CSS:n perustuva ohjelma on MathJax [17℄, jonka avulla
on mahdollista tuottaa sellaista matemaattista tekstiä, jota kaikki selaimet
pystyvät näyttämään.
MathJax on avoimen koodin JavaSript ja CSS-kielten ohjelmisto, jo-




X, MathML tai Asii-
Math koodilla kirjoitettua matematiikkaa internetsivuille. Sen tuottamaa
HTML-koodia osaavat lukea kaikki JavaSript-kieltä tukevat selainohjelmat.
MathJaxin toiminta perustuu siihen, että se tunnistaa sivulla olevan koo-
din ja muokkaa sen selaimen tunnistettavaan HTML-muotoon. Tätä var-
ten MathJax-sripti on liitettävä sivulle, jossa sitä halutaan käyttää. Tämän










MathML ja AsiiMath koodit selaimelle sopiviksi.
Koko MathJax-ohjelmiston voi myös ladata omalle koneelleen, joten sitä
ei tarvitse käyttää ulkoisen palvelimen kautta. Koodi on myös muokattavis-
sa, joten sen tuottamaa koodia ja tyylejä on mahdollista muuttaa halua-
mansa näköiseksi. MathJax on kuitenkin suhteellisen raskas ohjelma ja sen
käyttäminen sivustolla hidastaa sivun latautumista. MathJax tekee muutos-
työnsä aina sivun latauduttua, joten sen käyttäminen dynaamisten HTML-
tekstikenttien ja -editorien apunavälineenä on vaikeaa [21℄. MathJax on kui-
tenkin suosituin ohjelma matemaattisen tekstin esittämiseen internetissä, jos
sivuston halutaan näkyvän kaikilla selaimilla.
3.2 MathML
MathML-kieli [5℄(Mathematial Markup Language) on eräs XML-kielen[14℄
sovellus. XML-kieli on yleisstandardi merkkauskielistä, joilla tieto voidaan
kuvata rakenteellisesti. XML-kielellä ilmoitetaan itse tiedon lisäksi myös sen
rakenteellinen osa: tiedon nimi, tyyppi ja sen ominaisuudet. XML-kieli pe-
rustuu dataa kuvaavien elementtien ja näiden ominaisuuksien määrittelyille.
Koodiltaan se on samantapaista kuin internetsivujen tekemiseen tarkoitet-
tu HTML-kieli. Ero siihen on kuitenkin suuri, sillä HTML on merkkauskieli,
jolla kuvataan tekstin rakenne ja se voi sisältää hyperlinkkejä. XML-kielellä
taas luodaan merkkauskieliä, joista yksi sovellus on juuri MathML-kieli.
MathML-kielellä on tarkoitus esittää matemaattista tekstiä siten, että
sen koodia voidaan laittaa HTML-kielen sekaan. Se on WC3-ryhmän (World
Wide Web Consortium)[16℄ suositus matemaattisen kielen esittämiseksi in-
ternetsivuilla. Se myös sisältyy HTML5-kielen standardeihin, joka taas on
vuodesta 2014 alkaen suosituskieli kaikille internetsivuille ja jota kaikki se-
lainohjelmat pyrkivät ensisijaisesti tukemaan. MathML-kielen uusin versio
on MathML3, joka yksinkertaistaa vuonna 2001 ilmestynyttä MathML2.0-
kieltä. MathML3-kielen ensimmäinen versio julkaistiin vuonna 2009[15℄.
Vaikka MathML-koodi on samantyyppistä kuin HTML-koodi, on se kui-
tenkin tiukempaa (strit) kuin HTML-kieli, jota voi kirjoittaa melko väljien
(loos) sääntöjen mukaan. Tämä tarkoittaa sitä, että MathML-kielessä jo-
kaisella tagilla on pakko olla myös lopetustagi </>, jota HTML-kielessä ei
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varsinaisesti tarvita. MathML3-koodi aloitetaan aina tagilla <math> ja lo-
petetaan tagilla </math>.















Tagilla <mfra> ilmoitetaan, että tästä alkaa jakolasku. Siihen kuuluu
aina kaksi osaa: ensimmäinen on osoittaja, toinen nimittäjä. Tagilla <mn>
(math number) ilmoitetaan, että kyseessä on numero tai vakio. Muita vas-
taavia merkintöjä ovat <mi> (math identier) ja <mo> (math operator).
Tagilla <msup> ilmoitetaan, että tästä alkaa ylätunniste. Tähänkin kuuluu
aina kaksi osaa: ensimmäinen ilmoittaa ylätunnisteen perusosan ja jälkim-
mäinen itse ylätunnisteen.
Useamman rivin tiedot kerätään <mrow> </mrow>-tagien väliin, kuten
esimerkin 6 MahtML-koodi osoittaa. MathML-koodilla on kaikki tarvitta-
vat elementit kuvaamaan mitä tahansa matemaattista tekstiä. Tarvittavat



















Selainohjelma joko osaa tai ei osaa lukea MathML-koodia. MathML-
koodin tunnistava selain sijoittaa MathML-koodin mukaisen tekstin siten
kuin se on matemaattisesti tarkoitettu. Jos selain ei tunnista koodia, se jät-
tää tagit huomiotta ja tulostaa tekstin pelkkänä tekstinä. Esimerkin 6. jako-
laskun
x+1
x−1 tekstistä se tulostaisi x+1x-1.
MathML-kielessä on paljon toimintoja, joilla voi itse muokata matemaat-
tisen esitysmuodon tulostustapaa. Yläindeksejä, alaindeksejä, matriisien osia
ja monia muita merkkejä voidaan esittää monella tavalla ohjelmoijan niin ha-
lutessa. Esitystavoilla on HTML-kielen mukaisesti alkuarvot, joita käytetään,
jos ohjelmoija ei tee niihin muutoksia.
MathML-koodiin voi lisätä myös CSS-muotoiluja, jolloin koodin käsitte-
leminen helpottuu. Yhdistelemällä HTML, CSS ja MathML-kieliä saadaan
internetsivuille aikaiseksi melko tasokasta matemaattista tekstiä (Kuva 4).
Kuva 4: MathML-kielellä esitetty kaava internetsivuilla.
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MathML-kielen suurin ongelma on, ettei sitä standardoinnista huolimat-
ta tue tällä hetkellä kuin kaksi selainta: Mozilla Firefox ja Safari-selaimet,
joista Safaristakin vain kaksi uusinta versiota Safari7 ja Safari8. Muille selai-
mille onkin kehitelty erilaisia menetelmiä esittää MathML-koodia internetsi-
vuilla. Yleisimmin käytössä on aiemmin esillä ollut MathJax-ohjelmisto, joka










X[4℄ on ladontajärjestelmä, joka on kehitetty juuri matemaattisen teks-





Se sisältää paljon toimintoja, jotka hoitavat kirjoittajan puolesta ulkonäköön
liittyvät asiat, kuten automaattiset rivi- ja sivujaot, kuvien ja taulukoiden
asettelut, viittaukset ja sisällysluettelon. Käyttäjä voi halutessaan muoka-










X-dokumentti kirjoitetaan sitä tukevalla tekstieditorilla. Dokumentti
sitten käännetään käännösohjelmalla, joka tuottaa tekstistä DVI-tiedoston.
Tämä voidaan edelleen muuntaa PDF- tai PS-tiedostoksi. Näitä voidaan sit-
ten katsoa erilaisilla katseluohjelmilla.




Xon selvästi suosituin menetel-
mä, sillä sen tuottama matemaattinen teksti on selkeää ja kaunista. Internet-





X:n tuottamia DVI-, PDF- eikä PS-tiedostoja HTML-koodiin. Tätä
varten niistä on muodostettava kuvatiedostoja, jotka sitten voidaan liittää
HTML-koodiin. Nykyään tosin on ohjelmistoja, jotka pystyvät JavaSript-




X-koodin selaimen luettavaan muotoon,
joista suosituin on edellä mainittu MathJax.
3.4 Matematiikkaeditori
Internetsivuilla kirjoitettavan matemaattisen tekstin tuottamiseen tarkoitet-
tuun editoriin voidaan käyttää HTML- ja JavaSript- kielten kanssa yhteys-




X-kieliä sekä näiden yhdistelmiä. Useim-





pana matemaattiselle tekstille. Pelkästään CSS- ja MathML-kieliä käyttäviä





X:in perustuvat sivustot tuottavat kaunista matemaattista tekstiä,
mutta ongelmana on, että kirjoittaja ei itse tuota kirjoittamaansa tekstiä
vaan tietokone tekee kirjoittajan tekstistä (yleensä) kuvatiedoston, joka sit-
ten tulostetaan kuvaruudulle. Tällainen eroaa useimmille käyttäjille tutus-
ta WYSIWYG-editorista (What you see is what you get) ja tuottaa siten
hankaluuksia varsinkin pidemmissä matemaattisissa teksteissä. Lisäksi teks-
tin tekeminen on suhteellisen hidasta, sillä kirjoittaja joutuu kirjoittaessaan
katsomaan sekä kirjoittamaansa tekstiä että tietokoneen muokkaamaa kuvaa
tekstistä. Hyvänä puolena on näiden ohjelmien sopivuus useimmille selaimil-
le.
MathML-koodiin perustuvia sivuja on vain kourallinen, sillä niiden käyt-
täminen kaikilla selaimilla ei onnistu. Myöskään CSS-kieleen perustuvia oh-
jelmia ei ole montaa, sillä kuten MathML-kielen, niin myös CSS-kielen stan-
dardointi on vielä kesken. Näitä on kuitenkin viimeisen vuoden aikana ilmes-
tynyt joitakin kuten esimerkiksi MathQuill[18℄
4 Sivuston käyttötarkoitus ja valitut ohjelmat
4.1 Sivuston käyttötarkoitus
Tutkimuksen aiheena oli, jos mahdollista, tuottaa lukion pitkän matematii-
kan kurssi 7 (Derivaatta) opiskelumateriaalia ja sellaisia tehtäviä, joita voi
ratkaista verkossa työskennellessä. Tietokoneen pitäisi pystyä tarkistamaan
käyttäjän antamat tehtävien ratkaisut antaen niistä heti palautetta. Opiske-
lijalla pitäisi olla myös mahdollisuus tallettaa ratkaisunsa mahdollista myö-
hempää tarkastelua varten. Sivustolla pitäisi myös olla piirtämistä varten ole-
va ohjelmisto, jota voisi käyttää teorian ja esimerkkien havainnollistamiseen
sekä tehtävien tekemiseen.
Sivuston tehtävien olisi tarkoitus toimia pelin kaltaisesti eli suoritettuaan
tehtävän hyväksytysti olisi osio suoritettu ja siitä saisi pisteitä. Tehtäväksi ei
aina myöskään saisi samaa tehtävää vaan kone valitsisi satunnaisesti annetun
tehtävän tietyistä tehtäväkokoelmista. Näin materiaalin uudelleen läpikäyn-
nissä voisi saada uuden tehtävän, joka tekisi uudelleen laskemisen mielenkiin-
toisemmaksi. Tämä pakottaisi myös oppitunnilla oppilaiden tekemään omat
ratkaisunsa, sillä vieressä olevilla oppilailla ei välttämättä olisikaan samaa
tehtävää.
Tehtäviä olisi tarkoitus olla monen tasoisia Wilsonin taksonomian mukai-
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sesti jaoteltuna[38℄. Lisäksi niiden pitäisi olla tyyliltään erilaisia: tavallisia si-
joitustehtäviä, kuvaajien tulkintaa ja/tai niiden avulla ratkaistavia tehtäviä
sekä pidempiä funktioiden aukikirjoittamiseen liittyviä tehtäviä. Näin saa-
taisiin selville, mitkä tehtävät sopivat tällaiseen tietokoneella kirjoitettavaan
editoriin ja mitkä eivät.
Aloitin edellä mainittujen ominaisuuksien tutkimisen jo valmiina olevista
ohjelmista, joista oli tarkoitus valita käyttötarkoitukseen sopivimmat ohjel-
mat ja yhdistää ne sivustolla toimivaksi kokonaisuudeksi.
4.2 Työjärjestys ja käytettyjen ohjelmien valintaperus-
teet
Koska tehtävät on tarkoitus ratkaista ja kirjoittaa tietokoneella, oli ensim-
mäisenä tehtävänä löytää sivuston pohjaksi sellainen tekstieditori, jota voisi
käyttää matemaattisen tekstin tuottamiseen verkkotyöskentelyssä. Tällaisia
editoreja oli paljon, joskin niiden hinnat vaihtelevat suuresti.
Aloitin editoreihin tutustumisen toukokuussa 2014. Tutustuin 27 eri oh-
jelmaan, joista useat hylkäsin nopeasti niiden hinnan, verkkotyöskentelyomi-
naisuuksien tai huonon käytettävyyden takia. Tutustuessani ohjelmistoihin
tulin ainakin itse johtopäätökseen, että parhaiten toteutetut editorit olivat
ns. WYSIWYG-editoreita, joiden käyttämiseen ei tarvinnut osata lainkaan




Xtai MathML. Tämä aina-
kin helpottaa lukiotasoisen opiskelijan kirjoittamista, kun voi keskittyä vain
matematiikan kirjoittamiseen eikä kielen koodin opetteluun.
Hyvään ohjelmaan kuuluisi mahdollisimman laajan matemaattisten merk-
kien ja muotoilujen kattaminen sekä tekstin tallentaminen ja avaaminen.
Koska tekstiin pitäisi myös päästä käsiksi tehtävien tarkistuksen kannalta,
pitäisi editorin tekstiin päästä käsiksi, jotta sitä voitaisiin tutkia esimerkiksi
JavaSript-kielellä.
Seuraavan sivun taulukossa ovat editorit, joihin tutustuin sekä niiden hy-
viä ja huonoja puolia omien kokeilujen perusteella.
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Valitsin edellisen sivun editoreista kolme, joita lähdin tutkimaan tarkem-
min:
• Alfred's equation editor
• Fmath Editor
• Mathdox Formulaeditor
Lähetin ohjelmien oikeuksien omistajille sähköpostia kesäkuun 2014 alus-
sa mahdollisista editoriin liittyvistä maksuista ja lähdekoodin saamiseksi.
Näihin vain yhteen vastattiin kaksi kuukautta myöhemmin, jolloin Alfred's
equation editorin hinnaksi ilmoitettiin 6000$/sivusto. Hylkäsin tämän vaih-
toehdon silloin, vaikka editori muuten tuntuikin toimivalta. Fmath Editorin
jätin kesän aikana myös pois sen hieman hankalalta tuntuvan käyttöliitty-
män takia. Ainoaksi tutkittavaksi jäi siten Mathdoxin Formulaeditor, jonka
lähdekoodi oli vapaasti internetissä ladattavissa ja käyttäjän uudelleen muo-
kattavissa.
Aloitin MathDox Formulaeditorin lähdekoodin tutkimisen kesäkuun ai-
kana. Ohjelmakoodi oli laadittu ilman ohjeita, joten sen tutkimiseen meni
paljon aikaa. En myöskään saanut vastauksia sähköpostilla lähetettyihin tie-
dusteluihin, joten koodin tutkiminen jäi oman tietotaitoni varaan. Ohjelman
kehittäminen oli tosin tehty jo vuosina 2007-2008 eikä sitä sen jälkeen ole
enää kehitetty.
Ohjelma oli tehty sekä HTML- että JavaSript-kielellä. En kuitenkaan itse
ollut aikaisemmin JavaSript-kielellä ohjelmoinut, joten lähdekoodin tutkimi-
seen meni useampi kuukausi. Kesän loppuessa olin jo oppinut kieltä sen ver-
ran, että ymmärsin pääpiirteittäin ohjelman toiminnan. En kuitenkaan on-
nistunut muokkaamaan sitä haluamallani tavalla. En esimerkiksi onnistunut




Lisäksi editorin käyttämä HTML-kielen anvas-toiminto sitoi editorin teks-
titilan pieneksi, jota en onnistunut suurentamaan.
Syyskuussa 2014 olin oppinut JavaSript-kieltä sen verran hyvin, että
ymmärsin miten HTML5-kielen ja sen yhteistoiminnalla voitaisiin toteut-
taa käyttäjän muokattavissa oleva kenttä, joka lukee ja kirjoittaa MathML-
koodia. Koska tutkimukset MathDox Formulaeditorin lähdekoodissa eivät
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menneet eteenpäin, päätin ruveta rakentamaan kokonaan omaa editoria. En-
nen tätä tuli kuitenkin ratkaistavaksi, kannattaako editorin tekeminen lain-
kaan, sillä ongelmaksi saattaisi tulla editorin huono käytettävyys ja sen yh-
teensopimattomuus selainohjelmien kanssa.
Vaikka HTML5 on kaikkien selainohjelmien käyttämä standardi, tukevat
selaimet sen osia sekalaisesti. MathML-kieli on WC3[16℄ -ryhmän suositus
HTML5-kielen matemaattisen tekstin tueksi. Kuitenkin vain kaksi merkittä-
vää selainta tukee MathML-kieltä: Mozilla Firefox sekä Safari ja Safaristakin
vain uusimmat versiot 7 ja 8 (Maaliskuu 2015). Myös jotkut harvinaisemmat
selaimet lukevat MathML-kieltä. Hyvänä puolena taas oli se, että suurimpaan
osaan laitteista on saatavissa ilmaiseksi joko Mozilla Firefox tai Safari. Mozil-
la Firefoxin voi asentaa kaikkiin Windows-tietokoneisiin sekä uusimpiin Win-
dows8 puhelimiin ja padeihin. Sen saa asennettua myös Android-järjestelmän
laitteisiin (puhelimiin ja padeihin). Applen tekemiin laitteisiin (iPad, iPhone
ja Ma-tietokoneet) Mozilla Firefoxia ei saa sopimussyistä asennettua. Tähän
ollaan kuitenkin yrittämässä muutosta vuoden 2015 aikana[22℄. Vastaavasti
Applen laitteisiin saa kuitenkin asennettua Safari-selaimen, joten MathML-
kieltä pystyy lukemaan lähes kaikkien valmistajien laitteilla. Koska selainten
valmistajat ovat sitoutuneet pysymään HTML5-kielen standardissa, on siten
mahdollista, että tulevaisuudessa yhä useampi selain tukee MathML-kieltä.
Elokuun aikana onnistuin tekemään testejä, joiden avulla onnistuin pää-
semään eroon editorin suurimmista käytettävyysongelmista. Siten päätin ko-
konaan luopua MathDox Formulaeditorin liittämisestä sivuille ja aloin ra-
kentamaan kokonaan omaa matematiikkaeditoria, joka perustuisi edellä mai-
nittuihin MathML- ja JavaSript-kieliin.
Syyskuussa 2014 aloitin koodaamaan editoria, jonka ensimmäiset käyttö-
kelpoiset versiot tulivat valmiiksi marraskuun loppuun mennessä. Olin tässä
vaiheessa jo kirjoittanut kurssin matemaattisen teorian ja esimerkit lähes
kokonaan, sillä olin jo aikaisemmin valinnut havainnollistavaksi ohjelmak-
si Geogebra-sovelluksen. Tämä auttoi kuvien, animaatioiden ja piirtämiseen
liittyvien tehtävien suunnittelussa.
Geogebra oli havainnollistamisvälineen valintana helppo. Muita yhtä kä-
teviä omille sivuille liitettäviä piirto-ohjelmia ei ollut. Lisäksi Geogebra sisäl-
tää MathML-tuen, joten tulevaisuudessa tekemäni matematiikkaeditorin ja
Geogebran yhdistäminenkin voisi olla mahdollista. Tosin Geogebran liittämi-
nen omille sivuille vaatii lissensoinnin, jonka hinta on useita tuhansia euroja.
Tämä täytyisi tehdä, jos sivusto on tarkoitus julkaista yleiselle palvelimelle.
Vuoden 2014 loppuun mennessä testasin editoria ja kehitin sen koodia
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yksinkertaisempaan muotoon. Hiljalleen editorin virhetilanteet vähenivät ja
sillä pystyi tuottamaan kelvollista matemaattista tekstiä.
Tammikuussa 2015 editorin lopullinen muoto oli valmis lukuun ottamat-
ta pieniä yksityiskohtien muutoksia ja saman kuun loppuun mennessä kaik-
ki materiaali kurssia varten oli valmiina. Editorin testaus jäi kohtuullisen
pienelle, joten se saattaa edelleen joissakin tilanteissa mennä sekaisin. Li-
säksi Safari-selaimen testaus jäi kokonaan, sillä tein koodaustyön kokonaan
Windows-käyttöjärjestelmällä eikä tähän ole mahdollisuutta saada Safari5-
selainta uudempaa versiota. Editoria kehittämistä voisi edelleen jatkaa siten,
että se tuottaa kauniimpaa matemaattista koodia, mutta parempaan ei ajan
ja taitojen puutteen takia ainakaan vielä päästy. Sivuston nykyinen muoto
tuli valmiiksi 15.3.2015.
4.3 Ohjelmiston koodi
Ohjelma käyttää kolmea eri tietokonekieltä: HTML5 ja MathML-kieliä merk-
kaukseen ja JavaSript-kieltä dynaamisuuden saamiseen sivuille. Lisäksi käy-
tössä on myös CSS-tyylitiedosto erilaisille tyyleille. Nämä tiedostot kokoavat
sivuston sitten yhtenäiseksi kokonaisuudeksi.
Sivuston perustana on HTML5-koodi, jolla luodaan teoria ja tehtäväsi-
vut. MathML-koodia käytetään tekemään sivuston matemaattiset esitykset
sekä teoria- että tehtäväsivuille. JavaSript-koodi lisää sivustolle dynaami-
suuden, kuten matematiikkaeditorin ja sen kaikki toiminnot. Se pitää myös
yllä tietoja käyttäjän tekemistä tehtävistä, pistelaskusta, ratkaisujen tarkis-
tamisesta sekä niiden tallettamisesta ja avaamisesta. CSS-tyylitiedostoa käy-
tetään lähinnä sivuston samankaltaisen tyylin saamiseksi, joskin siellä on
myös erikoistyylejä matematiikkaeditorin avuksi.
Sivuston tyylit, kuvat ja koodaus ovat kokonaan allekirjoittaneen käsia-
laa lukuun ottamatta seitsemää editorin kuvakekuvaa sekä kahdeksaa ääni-








Sivuston perustana on eri teoriasivujen ja tehtäväsivujen HTML5-koodi. Si-
vuston aloitus on, kuten yleensäkin, index.html-niminen tiedosto. Tämä oh-








<meta name="keywords" ontent="avainsanoja ">
<meta name="author" ontent="Leo Martio">
<link rel="stylesheet" type="text/ss" href="graffat.ss"></link>
<sript sr = "pisteet.js"></sript>
<sript sr = "nollaus.js"></sript>
<sript sr = "muistintyhjennys.js"></sript>
</head>
<body onload="alkuToimet();">
<div id="sivutila"> <!--sivun määritys-->


















































Koodin tuottama sivu selaimella luettuna on kuvassa 5. Tämä sama pe-
rushierarkia on kaikilla teoriasivuilla ja osittain myös tehtäväsivuilla.
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Kuva 5: Etusivu.html tiedosto selaimella nähtynä.
Dokumentin alussa oleva <!DOCTYPE html> kertoo dokumentin olevan
HTML5-spesikaation mukainen. Seuraava tagi ilmoittaa käytettävän html-
ja xml-kielen olevan suomi. Tagi <head> ilmoittaa, että tästä alkaa doku-
mentin otsikkotiedot ja ne loppuvat myöhemmin </head> tagiin. Tämä kos-
kee kaikkia tageja eli kaikilla tageilla on </> tag, sillä dokumentissa voi olla
myös MathML-koodia, joka vaatii tagien sulkemiset. Tagi <title> ilmoittaa
otsikon nimen ja <meta> tagit kuvailevat tiedoston yleisiä tietoja, joista tär-
keimpänä näistä tieto harset=UTF-8, joka ilmoittaa, että käytetty merkis-
tö on UTF-8 -standardin mukainen (Universal Charrater Set - 8Bit). Tätä
merkistöä käyttää suurin osa nykyisistä internetsivuista [23℄ ja se käsittää
yhteensä 1112064 merkkiä. Näihin sisältyy myös useita matemaattisia merk-
kejä. Tagi <link> liittää dokumenttiin käytettävän CSS-tyylitiedoston graf-
fat.ss. Tämän jälkeen ovat toiminallisuuteen liittyvät JavaSript-tiedostot
pisteet.js, nollaus.js ja muistintyhjennys.js.
Head-osion jälkeen alkaa itse dokumentin sisältö, jonka käyttäjä näkee
internetsivustolla. Se alkaa <body> tagilla, jossa on myös toiminallisuu-
teen liittyvä käsky onload, jolla ilmoitetaan, että ladatessa sivusto tehdään
Alkutoimet()-niminen JavaSript-funktio. Tämä löytyy aikaisemmin sivus-
toon liitetystä pisteet.js tiedostosta.
Sivusto on jaettu viiteen eri päälohkoon <div> tageilla. Ensimmäinen
<div id=sivutila> määrittelee koko sivun teemat. Tyylitiedot tähän kuten
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muihinkin lohkoihin löytyvät CSS-tyylitiedostosta. Tämän jälkeen on <div
id=otsake>, joka määrittelee sivuston otsikon osuuden. Seuraavana on <s-
ript sr=menu>, joka tulostaa valikko-tiedoston sivuston vasempaan reu-
naan. Tämä tehdään erikseen JavaSriptillä siksi, että valikko-tiedosto on
kaikille sivuston sivuille sama ja sen koodin muuttaminen vaatisi muutta-
mista jokaiselle sivulle erikseen, joka vaatisi paljon töitä ja lisäisi virheiden
mahdollisuutta. Valikon jälkeen tulee sivuston sisältö <div id=sisalto>, jo-
hon etusivun asiat tulevat. Tähän kohtaan avautuvat myös muiden menu-
valikon linkit. Etusivulla se pitää sisällään tekstiä (kappaletagit <p>), teks-
tin muotoiluja (<span> ja <enter> tagit), linkkejä (<a> tagit) sekä nap-
puloita (<button> tagit. Viimeinen lohko on alareunan määrittelevä <div
id=alake>. Lopuksi dokumentti suljetaan </html> tagilla.
Sivuston ohje ja teoriasivut ovat määrittelyiltään hyvin samankaltaisia
kuin etusivu. Ero on ainoastaan sisällössä, sillä siellä voi olla näiden lisäksi
myös MathML-koodia, kuvia sekä Geogebra-sovelluksia.
Tehtäväsivut hieman poikkeavat etusivusta, sillä niissä on enemmän toi-
minallisuutta kuvaavia JavaSript-tiedostoja. Esimerkkinä tästä tehtävän 1
koodi tehtava1.html, jonka tuottama sivu on kuvassa 6.







<meta name="desription" ontent="Tehtävä 1">
<meta name="keywords" ontent="Raja-arvo, raja-arvo tehtävä">
<meta name="author" ontent="Leo Martio">







<div id="sivutila"> <!--sivun määritys-->























Koodissa ei ole lainkaan tekstitietoa, vaan kaikki sivustolle tulostettava
tieto saadaan kahdesta <head>-lohkossa ja yhdestä <body>-lohkossa mää-
ritellyistä JavaSript-tiedostoista:
• editori.js - sisältää kaikki editorin toimintaan liittyvät funktiot
• t1ab.js - sisältää kolme eri tehtävävaihtoehtoa (joista yksi satunnai-
sesti valitaan) sekä niitä vastaavat editorin vastausvaihtoehdot ja tar-
kistukset. Nämä on nimetty v1a.js, t1a.js, v1b.js, t1b.js, v1.js ja t1.js.
• edprintti.js - tulostaa editorin sivulle
Nämä tiedostot tuottavat käyttäjälle tehtävät, editorin ja tehtävien tar-
kistukset. Näiden lisäksi on määritelty myös dynaamisuutta lisäävät pisteet.js
ja äänet.js sriptit, jotka lisäävät sivustolle pistelaskun ja äänet.
Liitteessä A on nimetty kaikki sivustoon liittyvät tiedostot.
4.3.2 Sivuston CSS-tyyli
Sivustolla käytetään tyylitiedostona HTML5-kielen standardiosaa CSS:ä, jo-
ka luodaan yhdellä CSS-tiedostolla graat.ss. Siellä määritellään koko si-
vuston tyylit niin taustavärien, kappaleiden, otsikoiden, kuvien, taulukoiden
kuin editorinkin osalta.










ja muille matemaattisille merkeille. JavaSript koodilla voidaan vaihtaa jon-
kin osion tyyliä käyttäjän toimien mukaan. Tästä esimerkkinä menu-valikon
Tehtävä[numero℄-sanat, joille vaihdetaan väriä sen mukaan onko tehtävä suo-
ritettu vai ei. Näihin liittyvät kaksi CSS-määritystä:
a.t{olor:#FF0000;}
a.g{olor:#009900;}
JavaSript-koodilla voidaan vaihtaa linkkitagin <a> luokkaa t ja g vä-
lillä. Luokka t on väriltään #FF0000; (punainen, vastaa tekemätöntä teh-
tävää) ja luokka g on väriltään #009900; (vihreä, vastaa tehtyä tehtävää).
Vastaavanlaisia luokkamuunnoksia liittyy myös editorin toiminallisuuteen.
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4.3.3 JavaSript-koodit
Sivuston JavaSript-koodit luovat sivuston toiminallisuuden. Ne valitsevat
satunnaisesti tehtävät, tulostavat ne sivustolle ja tarkistavat käyttäjän anta-
mat vastaukset. Ne myös mahdollistavat editorin toiminnan, tuottavat äänet
ja toteuttavat pistelaskun oheistoimintoineen.
Ensimmäisenä kutsuna sivuilla on yleensä JavaSript-funktio Alkutoi-
met(). Tämä sijaitsee pisteet.js-nimisessä tiedostossa ja se tarkistaa mitä
selainta käytetään sekä toteuttaa pisteiden tulostuksen ja niihin liittyvien
värien muutokset.
Selaimen tarkistus tehdään, jotta käyttäjälle voitaisiin ilmoittaa käyttää-
kö hän MathML-koodia tukevaa selainta. Ilman tätä tukea sivuston editori
ei toimi eikä tehtäviä pysty sivustolla tekemään. Jos MathML-tukea ei löydy,
lisää koodi sivustolle myös MathJax-sriptin, jotta sivuston teoria-osuudet
kuitenkin näkyisivät. Sivustoa voi siten käyttää materiaalin osalta opiskelun
tukena, vaikka tehtäviä ei pystyisi tekemään. Selaimen tunnistukseen käyte-
tään JavaSriptin navigator.userAgent-nimistä ominaisuutta, joka ilmoittaa
käyttäjän selaimen tiedot. Tämä ei ole mitenkään täysin varma tapa määrit-
tää käytettävää selainta, sillä userAgent-tietoja pystyy muuttamaan ilman,
että ominaisuus sitä huomaa. Se on kuitenkin suhteellisen yksinkertainen to-
teuttaa ja toimii useimmissa tapauksissa moitteettomasti.
Pisteet tulostetaan JavaSriptin innerHTML-ominaisuuden avulla sivus-
ton otsake-lohkoon. Samalla tarkastetaan, mitkä tehtävät on suoritettu hy-
väksytysti. Tämä tarkastetaan HTML5-kielen ominaisuuteen perustuvaan
loalStorage-muistiin. LoalStrorage on selaimen oma muisti, johon mah-
tuu vähintään 5Mb tallennustilaa[20℄. Tänne on tallennettu tieto suoritetuis-
ta tehtävistä tehtävän tunnisteen mukaan. Esimerkiksi tehtävästä 1 on tieto
loalStorage.t1, missä ilmoitetaan onko tehtävä tehty (t1 = k) vai ei (t1 =
e). Muistit loalStorage.t[numero℄ luodaan etusivulla, kun käyttäjä painaa
nappia Aloita pistelasku .
LoalStorage tietoa käytetään apuna myös käyttäjän halutessa tallen-
taa tekstejään muistiin. Käyttäjän painaessa tehtävässä 1 editorin tallennus-
nappulaa, luodaan, riippuen mikä satunnaisesti valittu tehtävä on, esimer-
kiksi loalStorage.t1b (valittu b-tehtävä) ja tallennetaan siihen editorissa
oleva teksti. Tekstin saa takaisin painamalla editorin avaa-nappulaa, jolloin
muistista haetaan tehtävää vastaava loalStorage-tieto (esimerkiksi loalS-
torage.t1b) ja tulostetaan se editoriin. Nämä toteutukset löytyvät editori.js-
tiedostosta.
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Tehtävissä kutsutaan alkutoimien lisäksi myös valitse() ja alustaDo()-
funktioita. Valitse()-funktio valitsee käyttäjälle annetun tehtävän satunnai-
sesti kolmesta eri vaihtoehdosta (a,b tai ). Tämä funktio löytyy tiedostos-
ta t[numero℄ab.js-tiedostosta. Samalla sivulle liitetään myös sitä vastaa-
vat ratkaisut, esimerkiksi tehtävän t1b osalta t1b.js ja v1b.js. Tiedostos-
ta v[numero℄.js löytyvä funktio annaVastaus() tulostaa käyttäjälle editoriin
vastausrivin Vastaus:, johon käyttäjä kirjoittaa vastauksensa. Tiedostosta
t[numero℄.js löytyvä funktio tarkista() tarkistaa käyttäjän tähän kohtaan an-
taman vastauksen.
Funktio alustaDo() tekee tarvittavat toimet editorin saamiseksi sellai-
seen tilaan, että käyttäjä voi kirjoittaa siihen matematiikkaa. Tämä funktio
löytyy editori.js tiedostosta. Funktiolla luodaan tekstialue <div ontentedi-
table=true> ja tehdään siihen alustus luomalla siihen <pre>-lohko, joka
luo esiformatoidun lohkon. Tämä tarkoittaa sitä, että lohko säilyttää vä-
lit ja rivinvaihdot, mitä HTML-koodi ei yleisesti ottaen tee. AlustaDo()-
funktiolla luodaan myös editoriin kirjoitetun tekstin html-versio, jonka käyt-
täjä saa näkyviin painamalla Näytä HTML-koodi valintaruutua. Jos käyt-
täjä osaa HTML-koodin käsittelyä, voi myös täällä muokata omaa tekstiä.
Tähän liittyy tietysti myös vaaroja, sillä jos HTML-koodausta ei osaa, voi
täällä muokata koodin sellaiseksi, ettei editori osaa sitä enää lukea, jolloin
kirjoitettu teksti voidaan menettää kokonaan.
4.3.4 Matematiikkaeditorin toiminta
Sivuston matematiikkaeditori toimii kahden JavaSript-tiedoston edprintti.js
ja editori.js avulla. Tiedosto edprintti.js koostuu pelkistä doument.writeln()
funktioista, jotka tulostavat riveittäin dokumenttiin sulkeiden sisällä olevan
HTML-koodin. Nämä sisältävät editorin HTML-osuudet, joiden avulla edi-
tori tulostetaan käyttäjän kuvaruudulle. Siihen kuuluvat tekstialue, kuvak-
keet, valikot ja näppäimet. CSS-tiedostoa graat.ss käytetään apuna näiden
tyylejä määriteltäessä.
Tiedosto editori.js toteuttaa funktioidensa avulla editorin dynaamisen toi-
minnan. Editori.js koodi ja sen toiminta on selitetty liitteessä C.
Ohjelma myös tarkistaa käyttäjän antamat vastaukset. Muita tarkistuk-
sia, kuten vastaukseen johtavan päättelyn tarkistamista ohjelma ei tee. Vas-
tausten tarkistus tehdään sekä säännöllisten lausekkeiden (regular expres-
sion) että MathML-koodin tutkimisen avulla, jotta löydettäisiin mahdolli-
simman monta hyväksyttyä vastausta ja vastaavasti estettäisiin mahdollisten
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väärien vastausten hyväksyminen. Useaan tehtävään on kuitenkin niin monta
oikeaa vastausvaihtoehtoa, että kaikkia oikeita vaihtoehtoja ei ole mahdol-
lista käydä säännöllisten lausekkeiden avulla. Siten jotkin oikeatkin vastauk-
set saattavat olla ohjelman mielestä vääriä. Jotta tarkistaminen olisi vielä
tehokkaampaa, pitäisi sivuille liittää tähän tarkoitettuja ohjelmistoja kuten
STACK [31℄, AIM [32℄ tai kaupallinen Maple T.A [33℄. Tässä vaiheessa olevaa
sivustoa varten näiden ohjelmien käyttöön ei kuitenkaan ole vielä tarvetta.
4.3.5 Ohjelman MathML-koodi
Sivuston matemaattiset muotoilut on tuotettu MathML-kielellä. Sivuston
teoriaosiot on tehty täysin suositellun MathML-koodin mukaisesti [5℄. Kui-
tenkin editorissa on tehty yksinkertaistuksia koodiin, jotta editori selviäisi
koodin tuottamisessa ja sen tarkistamisesta mahdollisimman helpolla.
Yleiseen MathML-koodiin kuuluvat tagit <mo> (operaattori), <mn>
(luku tai vakio) ja <mi> (muuttuja), joista editorissa on pyritty käyttämään
vain <mn> tagia. Tämä siksi, että <mn>-tagi ei muuta tekstin muotoiluja
ja siten <mn> </mn> tagien sisälle voidaan kirjoittaa kuinka monta merk-
kiä ilman, että niiden muotoilu muuttuu. Toisin on tagien <mo> ja <mi>
kanssa, joissa jokainen merkki tarvitsee oman taginsa, jotta ne näkyisivät
oikein. Tämän näkee esimerkistä 7.

















Kuva 7: MathML-koodi vasemmalla omilla tageillaan ja oikealla samoissa ta-
geissa, jolloin matemaattiset muotoilut muuttuvat <mi>- ja <mo>-tageilla.
Kuvasta nähdään, että sekä <mi> ja <mo> tagien muotoilut muuttu-
vat, kun aloitus ja sulkemistagien väliin laitetaan enemmän kuin yksi merk-
ki. Tätä ei kuitenkaan tapahdu <mn> tagin kanssa, jonka muotoilu pysyy
samana. MathML-kielen oletus on, että kaikille merkeille pitäisi olla oma ta-
ginsa. Koska <mn> tagi kuitenkin pitää muotoilunsa (tai oikeastaan sillä
ei ole muotoilua lainkaan), päätin tuottaa editorin mahdollisimman pitkälle
<mn> tageilla. Koska <mn> tagit tuottavat normaalia fonttia eikä kursi-
voitua, mitä matematiikassa esimerkiksi tuntemattomille käytetään, päätin
lisätä editoriin erikseen kursiivi-muotoilun, joka voidaan toteuttaa HTML-
kielen <i>-tagin avulla. Käyttäjä voi siten itse määrittää mitkä kirjaimet














merkinnät, joiden muotoiluja käyttäjä ei pysty muokkaamaan. Näiden
muotoilut on toteutettu CSS-kielen avulla.
Tagien <mn> käyttö mahdollistaa myös sen, ettei <mrow> tageja tar-
vita lainkaan, sillä koko rivi voidaan kirjoittaa yhden <mn> </mn> tagin
väliin. Editoria koodatessa tulin huomanneeksi, että tekstin kirjoittaja voi
joutua <mrow> tagien ulkopuolelle mikä aiheuttaa virhetilanteen MathML-
koodissa ja siten koko editorin toiminnassa. Kun <mrow> koodia on mah-
dollisimman vähän, ei virhetilanteitakaan juuri esiinny.
Ainoat <mo>- tagit esiintyvät ala- ja yläsulkeiden kanssa, sillä <mn>
tagin kanssa ala- ja yläsulkeet olisivat vain merkkejä ja siten pysyisivät vain
yhden merkin alla tai päällä.
Käyttäjän painaessa lisää matematiikkaa nappulaa tai käyttäessä niiden
pikanäppäimiä tuottaa editori aina uuden <math> </math> koodin. Si-
ten koodia voi olla sisäkkäisesti vaikka kuinka paljon ja koodi siten hyvinkin
pitkää ja monimutkaista. Tähän on syynä se, että käyttäjän halutessa pois-
taa kirjoittamaansa matemaattista tekstiä, löytää editori poistettavan koo-
din helposti <math> </math> tagien välistä. Näin poistetaan aina koko-
nainen matematiikkaosa eikä koodiin jää virheitä. Paremmalla JavaSript-
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kielen osaamisella voisi koodia huomattavasti yksinkertaistaa. Poistettava
koodi löydetään MathML-koodin edessä ja jäljessä olevalla ei tulostuvalla
zwnj-merkillä (zero-width non-joiner). Jos käyttäjä poistaa tämän merkin,
huomaa editori sen ja merkkaa silloin poistettavan alueen editori.js funktioi-
den avulla. Tagien <math> </math> ulkopuolella editori toimii normaalin
tekstieditorin tavoin.
4.3.6 Geogebraosiot
Sivusto sisältää Geogebra-sovelluksella tuotettuja havainnollistuksia ja teh-
täviä. Geogebra-sovellus on upotettu HTML-koodin sisään <iframe> tagin
avulla. Tämän tekeminen onnistuu helposti www.geogebratube.org-sivuston
kautta. Sivuille tehdyt geogebra-sovellukset ovat myös kaikkien nähtävillä ja
ladattavissa kyseisellä sivustolla.
Olen pyrkinyt pitämään sovellukset mahdollisimman yksinkertaisina niin,
että käyttäjä pääsee muokkaamaan sovelluksessa olevaa näkymää vain etu-
käteen sallituissa paikoissa. Tämä poistaa tietysti Geogebran hyviä lisäomi-
naisuuksia, mutta samalla yksinkertaistaa sovellusta niin, että tarkoituksen
mukainen havainnollistaminen tulisi mahdollisimman selkeästi esiin. Olen si-
ten poistanut sovelluksesta syöttörivin, funktion kuvaajan muokkaamisen ja
geogebran algebranäkymän. Siten tulee varmistettua, että käyttäjä ei pääse
tekemään sellaista toimintoa, että kyseinen havainnollistaminen tai tehtävä
katoaisi ja menetettäisiin. Kuvassa 8 on jatkuvuutta esittelevä interaktiivinen
sovellus, missä käyttäjä voi siirtää pistettä A ja tutkia sen käyttäytymistä
funktion kuvaajalla. Vastaavanlaisilla sovelluksilla esitellään myös raja-arvo
ja derivaatta käsitteitä.
Geogebraan liittyvät tehtävät vastataan muiden tehtävien tavoin edito-
riin, vaikka Geogebrassa olisikin ominaisuus, jonka avulla tehtävien vastauk-
set voitaisiin antaa itse sovelluksessa. Päädyin tähän valintaan sivuston yhte-
näisyyden takia, minkä lisäksi se antaa käyttäjälle mahdollisuuden tallettaa
ratkaisunsa muistiin hänen niin halutessaan. Tätä mahdollisuutta ei sivus-
toon upotetussa Geogebrassa ole.
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Kuva 8: Geogebralla tehty jatkuvuutta esittelevä dynaaminen sovellus.
5 Ohjelman materiaalit, tehtävät ja käyttö
Ohjelmassa käydään läpi pitkän matematiikan kurssi 7 käsitteistä raja-arvo,
siihen liittyvät peruskäsitteet, epäoleellinen raja-arvo, jatkuvuus, derivaat-
ta erotusosamäärän kautta sekä funktioiden derivaattaan liittyvät lauseet
yhteen-, vähennys-, kerto- ja jakolaskuista. Jokaisesta osiosta on myös aihee-
seen liittyviä tehtäviä. Tehtäviä on yhteensä 30, joista jokaisesta on kolme
eri vaihtoehtoa (a, b tai ). Näistä vaihtoehdoista käyttäjä tekee yhden tie-
tokoneen satunnaisesti valitseman tehtävän.
Sivustoon liittyy kaksi yleissivua: etusivu ja ohjeet-sivu, joissa esitellään
ohjelma käyttäjälle. Itse teoriasivuja on seitsemän. Näiden nimet ovat liittees-
sä A. Teoriaosuudessa on selvennyksenä käytetty myös Geogebra-sovellusta
näyttämään kuvia ja toimimaan käyttäjän dynaamisena apuvälineenä. Ma-
teriaalit on suunniteltu lukion pitkän matematiikan kurssin 7 opetussuun-
nitelman perusteella[24℄. Koko kurssin asioita ei käydä läpi vaan materiaali
on lähinnä raja-arvoa, jatkuvuutta ja derivaatan määritelmää selkeyttävä ja
niihin opiskelijalle tukea antava.
Sivustolla olevat tehtävät antavat opiskelijalle mahdollisuuden harjoitel-
la teoriaosuuksissa esiteltäviä asioita. Opiskelija tekee tehtävät sivustolla
olevaan matematiikkaeditoriin ja antaa vastauksensa editoriin lisättävälle
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vastaus-riville. Tietokone tarkistaa vastauksensa ja antaa palautetta vastauk-
sesta. Oikein vastatessaan tehtävä merkitään tehdyksi ja opiskelija saa pis-
teen. Kun kaikki tehtävät on tehty oikein, ilmoittaa ohjelma opiskelijalle
tämän suorittaneen kaikki tehtävät. Tehtävät on laadittu Wilsonin taksono-
mian [38℄ mukaisesti.
5.1 Wilsonin taksonomia
Professori James Wilson julkaisi vuonna 1971 oman matemaattisen osaami-
sen tason mittarin kehittäen sen yleisesti käytetystä Bloomin taksonomiasta
[35℄. Benjamin Bloomin vuonna 1956 kehittämä Bloomin taksonomian aut-
taa osaamisen tason ja kasvatustavoitteiden analysoinnissa. Bloomin takso-







Wilsonin taksonomia on erityisesti matematiikkaan sovellettu osaamisen





Taksonomia on kehitetty matematiikan opettajille työkaluksi kehittää sel-
laisia tehtäviä, joilla voidaan erotella oppilaiden osaamisen tasoja. Se on hiu-
kan yksinkertaistettu versio Bloomin taksonomiasta, jossa korkeimmat tasot
menevät matemaattisten tehtävien osalta usein sekaisin [37℄. Valitsin tämän
taksonomian Bloomin taksonomian sijasta juuri tämän takia. Lisäksi sivus-
tolla olevien tehtävien taso ei mene juurikaan soveltamista korkeammalle,
joten Bloomin taksonomian viimeisten tasojen eroja ei päästäisi kuitenkaan
hyödyntämään. Sivustolla olevat tehtävät ovat pääosin peruslaskemisen ja
asioiden ymmärtämisen tasoa vahvistavia eikä syvempää analyysia monessa-
kaan tarvita.
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Tasojen erot voidaan jaotella seuraavasti:
1. Laskeminen Yksinkertaiset muistamista tarvitsevat teh-
tävät ja terminologian tunteminen.
2. Ymmärtäminen Periaatteen, säännön ja yleistyksen sekä ma-
temaattisen rakenteen tietäminen. Tehtävien
osien muuttaminen muodosta toiseen.
3. Soveltaminen Vertailujen tekeminen, tietojen erottelemi-
nen ja mallien hyväksikäyttö.
4. Analyysi Ei rutiinitehtävien ratkaiseminen, relaatioi-
den löytäminen, todistuksen konstruointi ja
yleistyksen muodostaminen
Sivustolla olevat tehtävät ovat lähinnä derivaatta käsitteen ymmärtämi-
seen tähtääviä, joten suurin osa tehtävistä on joko laskemiseen tai ymmärtä-
miseen liittyviä. Jos sivustolla olisi tarkoitus käydä läpi koko kurssi, pitäisi
varmasti viimeisten tasojen 3 ja 4 tehtäviä selvästi lisätä.
5.2 Tehtävät
Ohjelma sisältää seuraavat tehtävät (Tummalla painetut kone valitsee satun-






(x2 − 2x+ 1)
b) lim
x→2
(x2 − 2x+ 1)
) lim
x→−1






















































Kuva 9: tehtävä 4a























Kuva 10: tehtävä 4b
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Kuva 11: tehtävä 4
Tehtävä 5.a (3) Määritä funktion
f(x) =
{
x2 − 4, x < 3
x+ 2, x ≥ 3
a) vasemmanpuoleinen raja-arvo,
b) oikeanpuoleinen raja-arvo,
) raja-arvo pisteessä x = 3.
Tehtävä 5.b (3) Määritä funktion
f(x) =
{
2x − x, x < 1
2x−2√




) raja-arvo pisteessä x = 1.
Tehtävä 5. (3) Määritä funktion
f(x) =
{ √
x+ 4, x < 1
6x2−1√
5
, x ≥ 1
a) vasemmanpuoleinen raja-arvo,
b) oikeanpuoleinen raja-arvo,
) raja-arvo pisteessä x = 1.
Tehtävä 6. (1) Seuraavassa sovelluksessa on piirrettynä kolmio,jossa voit
siirtää pistettä X = (x, 0) välillä 0 ≤ x ≤ 8. Sovellus laskee kolmion BCX


































d) Millä x:n arvolla funktio A(x) saa suurimman arvonsa?
Kuva 12: Tehtävä 6





























Tehtävä 9.a (2) Määritä koordinaatistoon piirretyn funktion f(x) raja-
arvot pisteissä
a) x = −∞, b) x = −2−, ) x = −2+, d) x = 0−, e) x = 0+, f) x =∞.
Kuva 13: tehtävä 9a
Tehtävä 9.b (2) Määritä koordinaatistoon piirretyn funktion f(x) raja-
arvot pisteissä
a) x = −∞, b) x = −2−, ) x = −2+, d) x = 2−, e) x = 2+, f) x =∞.
Kuva 14: tehtävä 9b
40
Tehtävä 9. (2)Määritä koordinaatistoon piirretyn funktion f(x) raja-arvot
pisteissä
a) x = −∞, b) x = 0−, ) x = 0+, d) x = 2−, e) x = 2+, f) x =∞.
Kuva 15: tehtävä 9
Tehtävä 10.a (4) Seuraavassa sovelluksessa on piirrettynä pisteiden A =
(2, 1) ja B = (x, 0) kautta kulkeva suora, joka leikkaa y-akselin pisteessä
C = (0, y).
a) Muodosta funktio f(x), joka ilmoittaa pisteen C y-koordinaatin pisteen
B x-koordinaatin funktiona.
b) Määritä a-kohdan funktion raja-arvo, kun x → ∞. ) Määritä a-kohdan
funktion raja-arvo, kun x→ −∞.
Kuva 16: tehtävä 10a
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Tehtävä 10.b (4) Seuraavassa sovelluksessa on piirrettynä pisteiden A =
(−2, 3) ja B = (x, 0) kautta kulkeva suora, joka leikkaa y-akselin pisteessä
C = (0, y).
a) Muodosta funktio f(x), joka ilmoittaa pisteen C y-koordinaatin pisteen
B x-koordinaatin funktiona.
b) Määritä a-kohdan funktion raja-arvo, kun x → ∞. ) Määritä a-kohdan
funktion raja-arvo, kun x→ −∞.
Kuva 17: tehtävä 10b
Tehtävä 10. (4) Seuraavassa sovelluksessa on piirrettynä pisteiden A =
(1,−2) ja B = (x, 0) kautta kulkeva suora, joka leikkaa y-akselin pisteessä
C = (0, y).
a) Muodosta funktio f(x), joka ilmoittaa pisteen C y-koordinaatin pisteen
B x-koordinaatin funktiona.
b) Määritä a-kohdan funktion raja-arvo, kun x → ∞. ) Määritä a-kohdan
funktion raja-arvo, kun x→ −∞.
Kuva 18: tehtävä 10
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Tehtävä 11. (1) Määritä kuvassa olevan funktion epäjatkuvuuskohdat.
Kuva 19: tehtävä 11a
Kuva 20: tehtävä 11b
Kuva 21: tehtävä 11
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Tehtävä 12. (2) Sovelluksessa on piirrettynä funktio f(x), joka on riippu-
vainen vakiosta a. Määritä vakio a siten, että funktio f(x) on jatkuva.
Kuva 22: tehtävä 12a
Kuva 23: tehtävä 12b
Kuva 24: tehtävä 12
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Tehtävä 13.a (3) Määritä vakio k siten, että funktio
f(x) =
{
x2 + k, x < 2
k2 − x, x ≥ 2
on jatkuva pisteessä x = 2.
Tehtävä 13.b (3) Määritä vakio a siten, että funktio
f(x) =
{
x2 − 1, x ≤ a
x+ 1, x > a
on kaikkialla jatkuva.




kun x 6= 2. Määritä f(2) siten, että funktio f(x) on kaikkialla jatkuva.
Tehtävä 14.a (1) Määritä alla olevan funktion derivaatta pisteissä a) x =
−1 ja b) x = 2.
Tehtävä 14.b (1) Määritä alla olevan funktion derivaatta pisteissä a) x =
−2 ja b) x = 1.
Tehtävä 14. (1) Määritä alla olevan funktion derivaatta pisteissä a) x = 0
ja b) x = 3.
Kuva 25: Tehtävä 14.
45
Tehtävä 15. (1)
a. Määritä kuvaajasta a) f ′(2) ja b) f ′(7).
b. Määritä kuvaajasta a) f ′(1) ja b) f ′(5).
. Määritä kuvaajasta a) f ′(0) ja b) f ′(6).
Kuva 26: Tehtävä 15.
Tehtävä 16. (1)
a) Funktio f(x) = x2. Määritä f ′(3).
b) Funktio f(x) = 2x− 3. Määritä f ′(4).
) Funktio f(x) = x3. Määritä f ′(2).
Tehtävä 17. (1)
a) Laske f ′(2), kun f(x) = x2 − 4x.
b) Laske f ′(3), kun f(x) = x2 − 4x.
) Laske f ′(1), kun f(x) = x2 − 4x.
Tehtävä 18. (2)
a)Laske f ′(2), kunf(x) =
1
1− x.
b)Laske f ′(−1), kunf(x) = 1
1− x.




Tehtävä 19.a (3)Suora kulkee pisteiden (2, 2) ja (6, 4) kautta.
a) Määritä pisteiden kautta kulkevan suoran yhtälö muodossa y = kx+ a.
b) Mitä on y′(1).
Tehtävä 19.b (3)Suora kulkee pisteiden (2,−1) ja (3, 4) kautta.
a) Määritä pisteiden kautta kulkevan suoran yhtälö muodossa y = kx+ a.
b) Mitä on y′(1).
Tehtävä 19. (3) Suora kulkee pisteiden (3, 5) ja (−1,−3) kautta.
a) Määritä pisteiden kautta kulkevan suoran yhtälö muodossa y = kx+ a.
b) Mitä on y′(1).




Tehtävä 21. (1) Määritä Df(x) , kun
a) f(x) = 2x3 − 4x+ 14.
b) f(x) = 2x5 + 4x3 + 2x2.













f(t), kun f(t) = 1
2
at2 + vt+ s.
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Tehtävä 23. (4) Määritä alla olevan paraabelin kuvaajan derivaattafunktio
f ′(x).
Kuva 27: Tehtävä 23a
Kuva 28: Tehtävä 23b
Kuva 29: Tehtävä 23
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Tehtävä 24. (3) Millä x:n arvoilla funktion
a) f(x) = 1
3
x3 − 2x2 + 3x+ 1
b) f(x) = 2x3 + 5x2 + 4x− 3
) f(x) = x3 − 4x2 + 4x+ 7
derivaatan arvo on 0?
Tehtävä 25. (3) Millä x:n arvoilla funktion
a) f(x) = −x2 + 8x+ 2
b) f(x) = x3 + 3x− 5
) f(x) = 2x2 + 6x+ 1
derivaatta f ′(x) > 0?
Tehtävä 26. (1) Määritä Df(x), kun
a) f(x) = (x2 − 2x) (3x+ 2)
b) f(x) = (3x− 2) (2x2 + 4).
) f(x) = (4x2 + 1) (3x2 − 1).
Tehtävä 27. (1) Määritä Df(x), kun
a) f(x) = (x3 + 2x)
5
.
b) f(x) = (2x− 3)4.
) f(x) = (x2 − x)2.













Tehtävä 29. (1) Määritä f ′(x), kun








)f(x) = x2 − 1
x
.
Tehtävä 30.a (3) Käyrälle y = 1
x
piirretään tangentti pisteeseen (1, 1).
a) Mikä on tangentin kulmakerroin k?
b) Mikä on tangentin yhtälö?
Tehtävä 30.b (3) Käyrälle y = 4x
x+1
piirretään tangentti pisteeseen (1, 2).
a) Mikä on tangentin kulmakerroin k?
b) Mikä on tangentin yhtälö?
Tehtävä 30. (3) Käyrälle y = x
2−1
x
piirretään tangentti pisteeseen (1, 0).
a) Mikä on tangentin kulmakerroin k?
b) Mikä on tangentin yhtälö?
Tehtävien ratkaisut sekä tietokoneen hyväksymät vastaukset ovat liittees-








Taulukko 1: Tehtävien taso Wilsonin taksonomian mukaan.
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5.3 Ohjelman toiminta käyttäjän kannalta
Käyttäjän avatessa selaimellaan sivu index.html ajautuu hän automaattisesti
etusivulle. Tällä sivulla ilmoitetaan, soveltuuko hänen käyttämänsä selain
ohjelman käyttöön. Jos se soveltuu, mitään ilmoitusta ei anneta, mutta jos
se ei sovellu, sivun yläreunaan ilmestyy ilmoitus, jossa käyttäjää kehotetaan
vaihtamaan selaimensa MathML-kieltä tukevaan selaimeen.
Käyttäjän tullessa etusivulle ensimmäisen kerran on hänen painettava
painiketta Aloita pistelasku . Tämä luo sisäisen muistin teksteille ja aloittaa
pistelaskun. Ensimmäisen käyttökerran jälkeen painikkeella vain nollataan
pistelasku. Muistin tyhjennys painikkeella Tyhjennä koko muisti tyhjenne-
tään koko selaimen muisti talteen laitetuista pisteistä ja matematiikkaedito-
riin kirjoitetuista teksteistä. Tällöin selain vielä varmistaa käyttäjältä, että
hän varmasti haluaa tyhjentää koko muistin.
Ohjeet-sivulla käyttäjä saa ohjeita sivustolla olevien tehtävien tekemises-
tä, editorista ja Geogebrasovelluksen toiminnasta. Sivulla voi myös harjoi-
tella niiden toimintaa tekemällä siellä olevat harjoitustehtävät. Sieltä löytyy
myös editoriin liittyvien ongelmien lista.
Menu-valikossa sinisellä olevat otsikot ovat teoriaosioille varattuja otsi-
koita. Niistä pääsee tutustumaan aiheeseen ja sen sisältöihin. Punaisella ole-
vat otsikot ovat tehtäviä, joita ei ole vielä suoritettu. Kun käyttäjä menee
tekemään tehtävää, hän saa eteensä tehtävän, mahdollisen kuvan/Geogebra-
sovelluksen ja tehtävän ratkaisuun tarkoitetun editorin. Tähän editoriin on
tarkoitus ratkaista tehtävä. Esimerkki ratkaistusta tehtävästä on kuvassa 30.
Editorissa on tekstinkäsittelyyn liittyvät painikkeet tallenna, avaa, tulos-
ta, julkaise, tyhjennä, peru, tee uudelleen ja kursiivi. Näiden lisäksi on mo-
nia matemaattiseen toimintaan liittyviä nappuloita, kuten kuvasta 30 näkee.
Lisäksi erilaisia matemaattisia merkkejä voidaan lisätä viidestä eri pudotus-
valikosta.
Editoriin voi kirjoittaa tehtävän ratkaisun tai vain muistiinpanoja niin ha-
lutessaan. Kun halutaan antaa vastaus, painetaan Anna vastaus -nappulaa.
Tällöin editori tulostaa vastaus-rivin/rivit, johon käyttäjän oletetaan anta-
van vastauksensa. Annetun vastauksen voi poistaa näppäimistön bakspae-
näppäimellä tai painamalla editorissa olevaa Poista Vastaus -painiketta. Kun
vastaus on annettu, käyttäjä painaa paniketta Tarkista vastaus , jolloin ko-
ne ilmoittaa nappulan viereen onko hänen antamansa vastaus oikea. Jos vas-
taus on oikea, muuttuu tehtävän väri menu-valikossa vihreäksi ja hän saa
yhden pisteen. Jos vastaus on ollut väärä, tulee siitäkin ilmoitus. Jos osa
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vastauksesta on ollut oikea, antaa ohjelma siitä tiedon, esimerkiksi tieto yk-
si oikein. Oikein tai väärin menneestä vastauksesta ilmoitetaan myös ääni-
merkillä. Tehtävät saa tehdä niin monta kertaa kuin haluaa.
Kuva 30: Editorin näkymä tehtävässä 3 ja sen ratkaisemisessa.
Vastaukset on annettava mahdollisimmanyksinkertaisessa muodossa: mur-
toluvut ja lausekkeet supistetussa muodossa, sanalliset vastaukset mahdolli-
simman lyhyesti ilmaistuna, kuten esimerkiksi




f(x) ei ole määritelty.
Jos vastauksia on useampia, voidaan ne erottaa pilkulla, operaattoreilla
∧,∨ tai sitten ja/tai-sanoilla tilanteesta riippuen. Vastauksia ei kuitenkaan
saa indeksöidä, kuten esimerkiksi x1,x2 ...
Kun kaikki tehtävät on tehty hyväksytysti, ilmoittaa ohjelma siitä käyttä-
jälle sivun yläreunassa. Tehtäviä voi kuitenkin edelleen tehdä, jos niin haluaa.
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6 Pohdintaa
6.1 Sähköisen oppimateriaalin tarve
Internetissä olevia matematiikan tehtäväsivustoja on paljon, joskin lukiota-
soiselle opiskelijalle huomattavasti vähemmän. Tämä on hieman nurinkuris-
ta, sillä matematiikan ylioppilaskirjoitukset pitäisi suorittaa sähköisesti jo
vuonna 2019 [25℄. Tätä varten olevia harjoittelumahdollisuuksia niin oppi-
laille kuin opettajille on todella vähän. Jos oletetaan, että kaikki osaavat
kirjoittaa sähköisen matematiikan yo-kokeen vuonna 2019, on harjoittelul-
la jo kiire. Kokelaiden pitää silloin olla jo tottuneita ratkaisemaan tehtävät
laiteavusteisesti. Monissa muissa maissa matematiikan sähköistäminen on jo
huomattavasti pidemmällä [27℄.
Ylioppilaskokeen siirtyminen sähköiseen muotoon tulee varmasti lisää-
mään myös koko opetuksen siirtymistä verkkoon. Tämä tarkoittaa myös op-
pituntien aikana tapahtuvaa opiskelua, jota on jo asteittain ollut havaitta-
vissa niin yliopistoissa kuin lukioissa [29℄. Itse opiskelumateriaalit ja niihin
liittyvät tehtävät ovat kuitenkin vielä vanhassa ajassa. Suurin osa opiskeluun
tarkoitetusta materiaalista on edelleen paperiversioina (PDF-tiedostoina) ei-
kä todellista sähköistä muotoa vielä ole. Materiaalit ja tehtävät voitaisiin
edelleen jakaa opiskelijoille käteen, sillä käsin heidän pitää ne käytänössä
kuitenkin tehdä. Hidasta kehitystä on tapahtunut, kuten emath-projekti[26℄,
mutta vuoteen 2019 on jo kiire.
6.2 Matematiikkaeditorin mahdollisuuksia ja rajoituk-
sia
Moni opiskelija ei ole kirjoittanut matematiikkaa koneella lainkaan. Tätä
varten olevia ohjelmiakin on vähän eikä niiden käyttäminen matematiikan
kirjoittamiseen ole yleensä ensisijaista (kuten Word, GoogleDos ja OpenOf-
eWriter). Puhtaaseen matematiikan kirjoittamiseen ne eivät siten kovin
hyvin sovellu. Haasteita monipuolisen ja kaikkialle yhteensopivan matema-
tiikkaeditorin saamiseksi on ollut ja tulee varmasti vieläkin olemaan [30℄.
Sivustolla olevalla matematiikkaeditorilla voi harjoitella matemaattista
kirjoittamista sähköisesti. Sen toiminta on suhteellisen yksinkertaista, koska
se perustuu WYSIWYG-tekniikkaan eikä siten vaadi käyttäjältä uutta säh-
köistä tietotaitoa. Sillä pystyy myös kirjoittamaan suurimman osan lukiossa
vaaditusta matemaattisesta tekstistä, joten samaa editoria olisi mahdollista
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käyttää kaikilla kursseilla. Editoriin on myös helppo lisätä toimintoja, jot-
ka perustuvat MathML-koodiin. Täten sillä voidaan tuottaa myös yliopisto-
opetuksessakin vaadittavaa matematiikkaa. Vaikka sen tuottama teksti ei
ole aivan täydellistä, tuottaa se kuitenkin suhteellisen selkeää ja luettavaa
matematiikkaa, mikä samalla myös estää käsialasta tulevia tulkintavirheitä.
Tekstit saa myös tallennettua selaimen muistiin, joten editoria voi käyttää
pelkkänä matemaattisena kirjoitusalustana. Se myös tuottaa tekstistä val-
miin internetsivun, joten sillä voi myös tuottaa matemaattista tekstiä inter-
netsivuille.
Sivustolla olevaa editoria olisi mahdollista kehittää huomattavasti ny-
kyistä tehokkaammaksi. Sen koodin tuottaminen perustuu JavaSript-kielen
insertHTML- ja insertText ominaisuuksiin, jotka voisi toteuttaa paremmin
reateElement-ominaisuudella. Tällä koodin tuottaminen tulisi helpommak-
si, joskin käytännössä silloin lähes koko nykyisen editorin koodaus pitäisi
muuttaa. Myöskään editorin kursiivitoiminnon kaikkia ominaisuuksia ei ole
ehditty testata, joten sen käyttö tekstiä valittaessa on estetty vain yhden
kirjaimen käyttöön kerrallaan. Kursorin toimintaakin olisi vielä mahdollis-
ta parantaa siten, ettei se välillä hypi editorin alkuun. Editorin tuottaman
matemaattisen tekstin kauneutta voitaisiin myös lisätä ottamalla käyttöön
MathML-koodin <mi> ja <mo> tagit, jolloin koko MathML-kielen muotoi-
lut saataisiin käyttöön. Tämä tosin vaatisi lisää koodia tuottavien funktioi-
den tarkistuksia, sillä silloin jokaisella merkillä pitäisi olla oma tagi. Nykyi-
sellään editori tuottaa normaalin tekstin pelkästään tekstinä, jota ei tarvitse
tarkistaa mitenkään.
HTML5-kielellä on nykyään mahdollista toteuttaa myös piirtämistä, joten
sivuston piirtämisohjelmankin voisi vaihtaa sellaiseen piirto-ohjelmaan, joka
pystyy suoraan lukemaan käyttäjän tekemää MathML-koodia. Silloin piir-
täminen onnistuisi suoraan käyttäjän kirjoittaman tekstin avulla ja editori
sekä piirto-ohjelma saataisiin yhdistettyä. Tällainen sivusto olisi tulevaisuu-
dessa huomattavasti käyttäjäystävällisempi ja kokonaisuudessaan nykyistä
sivua monipuolisempi.
Editoriin kirjoitetun tekstin voi myös tallettaa selaimen omaan muistiin.
Teksti on silloin käytettävissä, kun käytetään samaa selainta kuin aikaisem-
minkin. Editoriin kirjoitetut tekstit eivät siten ole käyttäjäkohtaisia vaan se-
lainkohtaisia. Tekstejä ei saa auki toisessa selaimessa, joten jos haluaa teks-
tinsä olevan käytössä muillakin koneilla ja selaimilla, on tekstit tallennettava
koneen omaan muistiin nettisivuna tee websivu-painikkeen avulla. Tämän
toiminnon voisi toteuttaa helpommin esimerkiksi PHP-kielen avulla.
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Koska editori perustuu pelkkään HTML5-kieleen ja sen ominaisuuksiin,
voidaan se lisätä periaatteessa mille sivustolle tahansa. Tätä tekee mahdol-
liseksi editorin liittämisen esimerkiksi keskustelupalstan osaksi, jolloin kes-
kustelupalstalla voitaisiin kirjoittaa myös selkeää matematiikkaa. Jos edito-
rin tuottamaa tekstiä kehittäisi matemaattisesti kauniimmaksi, voitaisiin sitä
käyttää myös puhtaan matemaattisen tekstin tuottamiseen internetsivuille.
Tietokonetta voidaan käyttää myös tehtävien tarkistamiseen, joskin se
on pidempää päättelyä vaativissa tehtävissä vaikea toteuttaa. Yksinkertai-
siin laske-tehtäviin ohjelmien tarkistusalgoritmit kuitenkin käyvät. Tällai-
sissa tehtävissä on tietokoneen mahdollista antaa jopa sellaista palautetta
opiskelijalle, mikä auttaa tehtävän ratkaisemisessa ilman, että vastausta an-
netaan etukäteen. Tietokone voi tarkistaa kirjoitettua ratkaisua ja erottaa
siellä olevia laskuvirheitä. Näin se voi antaa myös vihjeitä opiskelijalle, missä
kohtaa hän on tehnyt virheen. Tällaisen tarkistuksen voi tehdä joko suo-
raan tutkimalla kirjoitettua tekstiä tai laskemalla päättelyketjun likiarvoja
ja näin todeta laskun virheellisiä kohtia. Kaikkiin päättelyketjuihin ja to-
distuksiin tätä on kuitenkin vaikea soveltaa, sillä usein ratkaisuun tarvitaan
myös kirjoitettua tekstiä, mitä tietokoneen on vaikea tarkistaa. Nykyiset hy-
vät tietokoneavusteiset tarkistusohjelmat kuten STACK osaavat seurata ja
tunnistaa käyttäjän päättelyä lasketyyppisissä tehtävissä. Se tunnistaa myös











samoiksi [39℄. Siten käyttäjälle voidaan ilmoittaa, että hänen antama vas-
taus on oikea, mutta ei aivan lyhimmässä mahdollisessa muodossa. Vastaa-
vasti ohjelman tunnistaessa virheen voidaan käyttäjälle ilmoittaa se kohta
päättelyketjusta, missä virhe on tapahtunut. Tämä auttaa opiskelijaa selväs-
ti enemmän kuin pelkkä tieto vastauksen oikeellisuudesta.
Tässä ohjelmassa on käytetty vain vastauksen tarkistamista ja sekin teh-
dään säännöllisten lausekkeiden (regular expression) ja MathML-koodin tut-
kimisen avulla. Siten jotkin oikeat vastaukset voidaan tulkita vääriksi, sillä
kaikkia oikeita lausekkeita ei pysty näillä keinoilla mitenkään saada tutkituk-
si. Esimerkkinä tästä tehtävä 27, jonka vastauksessa sulkeet voidaan kertoa
auki tai jättää kertomatta ja/tai vaihtaa termien järjestystä ilman, että vas-
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taus olisi mitenkään väärä. Säännöllisten lausekkeiden avulla suoritettavaan
tarkistukseen tehtävät kannattaa muokata sellaisiksi, että niiden vastaukset
ovat mahdollisimman yksinkertaisia. Tarkistaminen on myös vaikeampaa sil-
loin, kun tehtävä on moniosainen kuten tehtävä 4, johon kuuluu yhteensä 9
kohtaa. Silloin tarkistusalgoritmien pitää pystyä erottelemaan kohdat toisis-
taan monilla eri erotusmerkeillä, mikä tuottaa lisää haasteita tarkistamiseen.
Jotta sovelluksessa pystyttäisiin toteuttamaan koko pitkän matematiikan
kurssi 7, pitäisi haastavampia tehtäviä lisätä (Wilsonin taksonomian tason
3 ja 4 tehtäviä ks. taulukko 1). Tämä vaatisi myös tehtävien tarkistukselta
enemmän, jolloin sovellukseen pitäisi lisätä STACK:n kaltainen ohjelma sen
tehostamiseksi.
Editorin käytön suurin ongelma on sen soveltumattomuus kaikille selai-
mille. Niissä selaimissa, jotka eivät tunnista MathML-koodia, editori ei toimi.
Tämäkin on mahdollista kiertää toteuttamalla matemaattinen teksti epäsuo-
rasti CSS- ja Javasript- kielten avulla. Tämä tosin vaatisi sitten huomatta-
vasti suuremman ja monimutkaisemman ohjelmiston.
6.3 Tietokoneen käyttö tulevaisuuden opetuksessa
Yleisesti tietokone helpottaa matemaattista havainnollistamista antamalla
monipuoliset mahdollisuudet piirtämiseen ja animointiin. Näihin käyttömah-
dollisuuksiin sitä onkin alettu käyttämään jo useassa koulussa. Tehtävien
tekemiseen ei tietokonetta kuitenkaan ole juuri voinut käyttää, sillä siihen
soveltuvia ohjelmia on vähän tai niissä tehtävät tehtävät eivät vastaa ope-
tuksessa vaadittavia asioita. Kuten tässäkin tutkimuksessa tuotettu ohjelma
näyttää, niin tähän on tulevaisuudessa varmasti tulossa muutos.
Tutkimuksessa käytetty matematiikkaeditori yhdessä muiden internetsi-
vuilla käytettyjen tekniikoiden kanssa mahdollistavat kokonaisen lukion kurs-
sin läpikäynnin verkossa. Kun materiaalit, tehtävät ja niiden tarkistaminen,
piirto-ohjelma sekä muut kurssin läpikäyntiin tarvittavat asiat kuten kokeet
ja keskustelut saadaan kehitettyä lopulliseen muotoon, on kokonaisvaltainen
verkkokurssi täysin toteutettavissa. Sivusto on myös mahdollista yhdistää
esimerkiksi moodle-, optima- tai fronter-alustoihin, jolloin suurenkin oppi-
lasjoukon hallinta tulee mahdolliseksi. Lisäksi ohjelmistoon olisi mahdollis-
ta liittää nykyisinkin käytössä olevia käsikirjoituksen tunnistavia ohjelmia.
Niiden avulla käyttäjä voi tehdä tehtävänsä kynällä ruudulle, jonka merkit
tietokone tunnistaa ja muokkaa ne matemaattiseksi tekstiksi. Näin pystyt-
täisiin yhdistämään sekä käsinkirjoitettu teksti että tietokoneella kirjoitettu
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teksti yhdeksi ja käyttäjä saisi itse valita toimintatapansa.
Tulevaisuudessa sähköiset materiaalit ja tehtävät tulevat varmasti lisään-
tymään. Siten niiden tekemiseen ja niiden kanssa työskentelyyn tulee panos-
taa yhä enemmän. Tämä vaatii opiskelua varsinkin opettajilta, sillä yleensä
oppilaat tulevat sinuiksi uuden tietotekniikan kanssa varsin nopeasti. Jotta
opiskelu pysyisi tulevaisuudessakin muun kehityksen perässä, on sekä opet-
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A Liite: Ohjelmaan sisältyvät tiedostot
Ohjelma sisältämät tiedostot sekä niitä vastaava hakemistorakenne ([nu-













































B Liite: Tehtävien ratkaisut ja tietokoneen hyväksymät vastaukset
Tehtävien vastaukset on annettu siinä muodossa kuin ohjelma ne hyväk-




(x2 − 2x+ 1) = 12 − 2 · 1 + 1 = 0.
V astaus : lim
x→1
(x2 − 2x+ 1) = 0.
b) lim
x→2
(x2 − 2x+ 1) = 22 − 2 · 2 + 1 = 1.
V astaus : lim
x→2
(x2 − 2x+ 1) = 1.
) lim
x→−1
(x2 − 2x+ 1) = (−1)2 − 2 · (−1) + 1 = 4.
V astaus : lim
x→−1














































x+ 5) = 0 + 5 = 5.












x− 3 = limx→3
(x+ 3)(x− 3)
x− 3 = limx→3(x+ 3) = 3 + 3 = 6.
V astaus : lim
x→3
x2 − 9











(x− 2) = −2− 2 = −4.








x− 1 = limx→1
(x+ 1)(x− 1)
x− 1 = limx→1(x+ 1) = 2.
V astaus : lim
x→1
x2 − x
x− 1 = 2.
Tehtävä 4.a Määritä koordinaatistoon piirretyn funktion seuraavat raja-
arvot:



























Tehtävä 4.b Määritä koordinaatistoon piirretyn funktion seuraavat raja-
arvot:



























Tehtävä 4. Määritä koordinaatistoon piirretyn funktion seuraavat raja-
arvot:



























Tehtävä 5.a Määritä funktion
f(x) =
{
x2 − 4, x < 3
x+ 2, x ≥ 3
a) vasemmanpuoleinen raja-arvo
b) oikeanpuoleinen raja-arvo










(x+ 2) = 3 + 2 = 5.
V astaus : lim
x→3−
f(x) = 5(, |ja)
lim
x→3+




Tehtävä 5.b (3) Määritä funktion
f(x) =
{
2x − x, x < 1
2x−2√
x−1 , x ≥ 1
a) vasemmanpuoleinen raja-arvo
b) oikeanpuoleinen raja-arvo











x− 1 = limx→1+
2(x− 1)
x− 1 = limx→1+ 2 = 2.
V astaus : lim
x→1−
f(x) = 1(, |ja)
lim
x→1+
f(x) = 2(, |ja)
lim
x→1
f(x)(ei ole|ei ole olemassa| ei ole määritelty).
Tehtävä 5. Määritä funktion
f(x) =
{ √
x+ 4, x < 1
6x2−1√
5
, x ≥ 1
a) vasemmanpuoleinen raja-arvo
b) oikeanpuoleinen raja-arvo


















































Tehtävä 6.a Seuraavassa sovelluksessa on piirrettynä kolmio,jossa voit siir-
tää pistettä X = (x, 0) välillä 0 ≤ x ≤ 8. Sovellus laskee kolmion BCX










d) Millä x:n arvolla funktio A(x) saa suurimman arvonsa?
V astaus : a) lim
x→1










A(x) = 4(, )
d)x = 8.
Tehtävä 6.b Seuraavassa sovelluksessa on piirrettynä kolmio,jossa voit siir-
tää pistettä X = (x, 0) välillä 0 ≤ x ≤ 8. Sovellus laskee kolmion BCX










d) Millä x:n arvolla funktio A(x) saa suurimman arvonsa?
V astaus : a) lim
x→3





A(x) = 1(, )
c) lim
x→8
A(x) = 8(, )
d)x = 8.
Tehtävä 6. Seuraavassa sovelluksessa on piirrettynä kolmio,jossa voit siir-
tää pistettä X = (x, 0) välillä 0 ≤ x ≤ 8. Sovellus laskee kolmion BCX










d) Millä x:n arvolla funktio A(x) saa suurimman arvonsa?
V astaus : a) lim
x→0
A(x) = 5(, )
b) lim
x→2







































































4 + 2 = 4.
V astaus : lim
x→4
x− 4√




x+ 1− 1 = limx→0
x(
√
x+ 1 + 1)
(
√
x+ 1− 1)(√x+ 1 + 1) = limx→0
x(
√
x+ 1 + 1)











x+ 1 + 1) =
√
0 + 1 + 1 = 2.
V astaus : lim
x→0
x√




































1− 0 = 0.
V astaus : lim
x→∞
x− 7


























































Tehtävä 9.a (2) Määritä koordinaatistoon piirretyn funktion f(x) raja-
arvot pisteissä
a) x = −∞, b) x = −2−, ) x = −2+, d) x = 0−, e) x = 0+, f) x =∞.


















Tehtävä 9.b (2) Määritä koordinaatistoon piirretyn funktion f(x) raja-
arvot pisteissä
a) x = −∞, b) x = −2−, ) x = −2+, d) x = 2−, e) x = 2+, f) x =∞.


















Tehtävä 9. (2)Määritä koordinaatistoon piirretyn funktion f(x) raja-arvot
pisteissä
a) x = −∞, b) x = 0−, ) x = 0+, d) x = 2−, e) x = 2+, f) x =∞.


















Tehtävä 10.a Seuraavassa sovelluksessa on piirrettynä pisteiden A = (2, 1)
ja B = (x, 0) kautta kulkeva suora, joka leikkaa y-akselin pisteessä C = (0, y).
a) Muodosta funktio f(x), joka ilmoittaa pisteen C y-koordinaatin pisteen
B x-koordinaatin funktiona.
b) Määritä a-kohdan funktion raja-arvo, kun x → ∞. ) Määritä a-kohdan
funktion raja-arvo, kun x→ −∞.



















(x− 2)(y − 1) = 2⇒
xy − x− 2y + 2 = 2⇒







































1− 0 = 1.









Tehtävä 10.b Seuraavassa sovelluksessa on piirrettynä pisteiden A = (−2, 3)
ja B = (x, 0) kautta kulkeva suora, joka leikkaa y-akselin pisteessä C = (0, y).
a) Muodosta funktio f(x), joka ilmoittaa pisteen C y-koordinaatin pisteen
B x-koordinaatin funktiona.
b) Määritä a-kohdan funktion raja-arvo, kun x → ∞. ) Määritä a-kohdan
funktion raja-arvo, kun x→ −∞.






















(x+ 2)(y − 3) = −6⇒
xy − 3x+ 2y − 6 = −6⇒

























































Tehtävä 10. Seuraavassa sovelluksessa on piirrettynä pisteiden A = (1,−2)
ja B = (x, 0) kautta kulkeva suora, joka leikkaa y-akselin pisteessä C = (0, y).
a) Muodosta funktio f(x), joka ilmoittaa pisteen C y-koordinaatin pisteen
B x-koordinaatin funktiona.
b) Määritä a-kohdan funktion raja-arvo, kun x → ∞. ) Määritä a-kohdan
funktion raja-arvo, kun x→ −∞.



















(x− 1)(y + 2) = −2⇒
xy + 2x− y − 2 = −2⇒









































0− 1 = −2.














Tehtävä 11.a Määritä kuvassa olevan funktion epäjatkuvuuskohdat.
V astaus : (x = 0(, |ja)x = 3|x = 3(, |ja)x = 0)(.)
Tehtävä 11.b Määritä kuvassa olevan funktion epäjatkuvuuskohdat.
V astaus : (x = −3(, |ja)x = 2|x = 2(, |ja)x = −3)(.)
Tehtävä 11. Määritä kuvassa olevan funktion epäjatkuvuuskohdat.
V astaus : (x = 1(, |ja)x = 3|x = 3(, |ja)x = 1)(.)
Tehtävä 12.a Sovelluksessa on piirrettynä funktio f(x), joka on riippuvainen
vakiosta a. Määritä vakio a siten, että funktio f(x) on jatkuva.
V astaus : (a = −4(, |ja)x = 3|x = 3(, |ja)x = −4)(.)
Tehtävä 12.b Sovelluksessa on piirrettynä funktio f(x), joka on riippuvainen
vakiosta a. Määritä vakio a siten, että funktio f(x) on jatkuva.
V astaus : (a = −3(, |ja)x = 2|x = 2(, |ja)x = −3)(.)
Tehtävä 12. Sovelluksessa on piirrettynä funktio f(x), joka on riippuvainen
vakiosta a. Määritä vakio a siten, että funktio f(x) on jatkuva.
V astaus : (a = −6(, |ja)x = 4|x = 4(, |ja)x = −6)(.)
Tehtävä 13.a Määritä vakio k siten, että funktio
f(x) =
{
x2 + k, x < 2
k2 − x, x ≥ 2
on jatkuva pisteessä x = 2.
funktio f(x) on jatkuva pisteessä x = 2, kun tässä pisteessä
x2 + k = k2 − x
eli kun
22 + k = k2 − 2⇒
k2 − k − 6 = 0⇒
k =
1±√(−1)2 − 4 · 1 · (−6)








V astaus : (k = −2(, |tai)k = 3|k = 3(, |ja)k = −2)(.)
Tehtävä 13.b Määritä vakio a siten, että funktio
f(x) =
{
x2 − 1, x ≤ a
x+ 1, x > a
on kaikkialla jatkuva.
Funktio f(x) on jatkuva kaikkialla, kunhan se on jatkuva pisteessä x = a.
Silloin pitää olla
x2 − 1 = x+ 1
eli
a2 − 1 = a+ 1⇒
a2 − a− 2 = 0⇒
a =
1±√(−1)2 − 4 · 1 · (−2)













kun x 6= 2. Määritä f(2) siten, että funktio f(x) on kaikkialla jatkuva.








x− 2 = limx→2
2(x− 2)(x+ 2)
x− 2 = limx→2(2x+ 4) = 2 · 2 + 4 = 8.
V astaus : f(2) = 8(.)
Tehtävä 14a. Määritä alla olevan funktion derivaatta pisteissä a) x = −1
ja b) x = 2.
V astaus : a)f ′(−1) = (11
2
|1, 5)(, )
b)f ′(2) = 0(.)
Tehtävä 14b.Määritä alla olevan funktion derivaatta pisteissä a) x = −2
ja b) x = 1.
V astaus : a)f ′(−2) = 8(, )
b)f ′(1) = (−21
2
| − 2, 5)(.)
Tehtävä 14. Määritä alla olevan funktion derivaatta pisteissä a) x = 0
ja b) x = 3.
V astaus : a)f ′(0) = −2(, )




Tehtävä 15a. Määritä kuvaajasta a) f ′(2) ja b) f ′(7).
V astaus : a)f ′(2) = 1(, )
b)f ′(7) = (−11
2
| − 1, 5)(.)
Tehtävä 15b. Määritä kuvaajasta a) f ′(1) ja b) f ′(5).




b)f ′(5) = (−1
2
| − 0, 5)(.)
Tehtävä 15. Määritä kuvaajasta a) f ′(0) ja b) f ′(6).
V astaus : a)f ′(0) = 2(, )
b)f ′(6) = −1(.)
Tehtävä 16.
a) Funktio f(x) = x2. Määritä f ′(3).
f ′(3) = lim
h→0













(6 + h) = 6.
V astaus : a)f ′(3) = 6(.)
b) Funktio f(x) = 2x− 3. Määritä f ′(4).
f ′(4) = lim
h→0














V astaus : a)f ′(4) = 2(.)
) Funktio f(x) = x3. Määritä f ′(2).
f ′(2) = lim
h→0













(h2 + 6h+ 12) = 12.
V astaus : a)f ′(2) = 12(.)
Tehtävä 17.
a) Laske f ′(2), kun f(x) = x2 − 4x.
f ′(2) = lim
h→0















V astaus : a)f ′(2) = 0(.)
b) Laske f ′(3), kun f(x) = x2 − 4x.
f ′(3) = lim
h→0














h+ 2 = 2.
V astaus : a)f ′(2) = 2(.)
) Laske f ′(1), kun f(x) = x2 − 4x.
f ′(2) = lim
h→0














(h− 2) = −2.
V astaus : a)f ′(2) = −2(.)
Tehtävä 18.
a)Laske f ′(2), kunf(x) =
1
1− x.



















h(−1− h) = limh→0
−1
−1 − h =
−1
−1− 0 = 1
V astaus : a)f ′(2) = 1(.)
b)Laske f ′(−1), kunf(x) = 1
1− x.

































)Laske f ′(0), kunf(x) =
1
1− x.























1− 0 = 1
V astaus : a)f ′(0) = 1(.)
Tehtävä 19a.Suora kulkee pisteiden (2, 2) ja (6, 4) kautta.
a) Määritä pisteiden kautta kulkevan suoran yhtälö muodossa y = kx+ a.
b) Mitä on y′(1).









Suoran yhtälöksi saadaan siten





















Tehtävä 19b.Suora kulkee pisteiden (2,−1) ja (3, 4) kautta.
a) Määritä pisteiden kautta kulkevan suoran yhtälö muodossa y = kx+ a.
b) Mitä on y′(1).







Suoran yhtälöksi saadaan siten
y − (−1) = 5(x− 2)⇒
y = 5x− 11
V astaus : a)y = 5x− 11(, )
b)y′(1) = 5(.)
Tehtävä 19. Suora kulkee pisteiden (3, 5) ja (−1,−3) kautta.
a) Määritä pisteiden kautta kulkevan suoran yhtälö muodossa y = kx+ a.
b) Mitä on y′(1).







Suoran yhtälöksi saadaan siten
y − 5 = 2(x− 3)⇒
y = 2x− 1




V astaus : D− 2x4 = −8x3(.)
b) D3x5.
V astaus : D3x5 = 15x4.
) D8x2.
V astaus : D8x2 = 16x(.)
Tehtävä 21. Määritä Df(x) , kun
a) f(x) = 2x3 − 4x+ 14.
f ′(x) = 6x2 − 4
V astaus : Df(x) = 6x2 − 4(.)
b) f(x) = 2x5 + 4x3 + 2x2.
f ′(x) = 10x4 + 12x2 + 4x
V astaus : Df(x) = 10x4 + 12x2 + 4x(.)
) f(x) = −3x2 − x+ 9.
f ′(x) = −6x− 1




























f(t), kun f(t) = 1
2






at2 + vt+ s
)




f(t) = at + v(.)
Tehtävä 23.Määritä alla olevan paraabelin kuvaajan derivaattafunktio f ′(x).
a) Ratkaistaan ensin itse funktio sen tiedon avulla, että kuvaaja on pa-




a · 02 + b · 0 + c = 1
a · 22 + b · 2 + c = 5
a · 42 + b · 4 + c = 1

c = 1
4a+ 2b+ c = 5
16a+ 4b+ c = 1{
4a+ 2b+ 1 = 5
16a+ 4b+ 1 = 1
Tästä saadaan a = −1 ja b = 4, jolloin paraabelin yhtälö on
y = −x2 + 4x+ 1. Tästä f ′(x) = −2x+ 4.
V astaus : f ′(x) = −2x+ 4(.)
b) Ratkaistaan ensin itse funktio sen tiedon avulla, että kuvaaja on pa-




a · 02 + b · 0 + c = 1
a · (−1)2 + b · (−1) + c = 5
a · 12 + b · 1 + c = 1

c = 1
a− b+ c = 5
a+ b+ c = 1{
a− b+ 1 = 5
a+ b+ 1 = 1
Tästä saadaan a = 2 ja b = −2, jolloin paraabelin yhtälö on
y = 2x2 − 2x+ 1. Tästä f ′(x) = 4x− 2.
V astaus : f ′(x) = 4x− 2(.)
) Ratkaistaan ensin itse funktio sen tiedon avulla, että kuvaaja on pa-




a · 02 + b · 0 + c = 1
a · 22 + b · 2 + c = −1
a · 42 + b · 4 + c = 1

c = 1
4a+ 2b+ c = −1
16a+ 4b+ c = 1{
4a+ 2b+ 1 = −1
16a+ 4b+ 1 = 1
Tästä saadaan a = 1
2
ja b = −2, jolloin paraabelin yhtälö on
y = 1
2
x2 − 2x+ 1. Tästä f ′(x) = x− 2(.)
V astaus : f ′(x) = x− 2(.)
Tehtävä 24. Millä x:n arvoilla funktion
a) f(x) = 1
3
x3 − 2x2 + 3x+ 1
b) f(x) = 2x3 + 5x2 + 4x− 3
) f(x) = x3 − 4x2 + 4x+ 7
derivaatan arvo on 0?
a) f ′(x) = x2 − 4x+ 3⇒
x2 − 4x+ 3 = 0⇒
x =
4±√42 − 4 · 1 · 3








V astaus : (x = 3(, |tai)x = 1|x = 1(, |tai)x = 3)(.)
b) f ′(x) = 6x2 + 10x+ 4⇒
6x2 + 10x+ 4 = 0⇒
x =
−10±√102 − 4 · 6 · 4








V astaus : (x = 1
2
3
(, |tai)x = −2|x = −2(, |tai)x = 12
3
)(.)
) f ′(x) = 3x2 − 8x+ 4⇒




(−8)2 − 4 · 3 · 4












(, |tai)x = 2)(.)
Tehtävä 25. Millä x:n arvoilla funktion
a) f(x) = −x2 + 8x+ 2
b) f(x) = x3 + 3x− 5
) f(x) = 2x2 + 6x+ 1
derivaatta f ′(x) > 0?
a) f ′(x) = −2x+ 8⇒
− 2x+ 8 > 0⇒





V astaus : x < 4(.)
b) f ′(x) = 3x2 + 3⇒







V astaus : (kaikilla x ∈ R|kaikilla x:n reaaliarvoilla|kaikilla reaaliluvuilla x).
) f ′(x) = 4x+ 6⇒








V astaus : x > (−11
2
| − 1, 5)(.)
Tehtävä 26. Määritä Df(x), kun
a) f(x) = (x2 − 2x) (3x+ 2)
f ′(x) = (2x− 2)(3x+ 2) + (x2 − 2x) · 3 = 6x2 + 4x− 6x− 4 + 3x2 − 6x
V astaus : Df(x) = 9x2 − 8x− 4(.)
b) f(x) = (3x− 2) (2x2 + 4).
f ′(x) = 3(2x2 + 4) + (3x− 2)(4x) = 6x2 + 12 + 12x2 − 8x
V astaus : Df(x) = 18x2 − 8x+ 12(.)
) f(x) = (4x2 + 1) (3x2 − 1).
f ′(x) = (8x)(3x2 − 1) + (4x2 + 1)(6x) = 24x3 − 8x+ 24x3 + 6x
V astaus : Df(x) = 48x3 − 2x(.)
Tehtävä 27. Määritä Df(x), kun
a) f(x) = (x3 + 2x)
5
.
f ′(x) = 5(x3 + 2x)4(3x2 + 2)
V astaus : Df(x) = ((15x2 + 10)(·)(x3 + 2x)4|5(3x2 + 2)(·)(x3 + 2x)4.
b) f(x) = (2x− 3)4.
f ′(x) = 4(2x− 3)3(2)
V astaus : Df(x) = 8(·)(2x− 3)3(.)
) f(x) = (x2 − x)2.
f ′(x) = 2(x2 − x)(2x− 1) =
2(2x3 − x2 − 2x2 + x) = 4x3 − 2x2 − 4x2 + 2x
V astaus : Df(x) = 4x3 − 6x2 + 2x(.)














































V astaus : Df(x) =
(
6x




Tehtävä 29. Määritä f ′(x), kun




f ′(x) = 0− 2x−3 = −2
x3












f ′(x) = 8x−5 =
8
x5







)f(x) = x2 − 1
x
.
f ′(x) = 2x+ 1x−2 = 2x+
1
x2








Tehtävä 30a. Käyrälle y = 1
x
piirretään tangentti pisteeseen (1, 1).
a) Mikä on tangentin kulmakerroin k?
b) Mikä on tangentin yhtälö?
a) Käyrän y derivaattafunktio on f ′(x) = −1
x2
, josta f ′(1) = −1
12
= −1.
b) Suoran yhtälö on pisteen (1, 1) kautta on y − y0 = k(x − x0), mistä
saadaan y − 1 = −1(x− 1), josta tulee y = −x+ 2.
V astaus : a)k = −1(, )
b)y = −x+ 2(.)
Tehtävä 30b. Käyrälle y = 4x
x+1
piirretään tangentti pisteeseen (1, 2).
a) Mikä on tangentin kulmakerroin k?
b) Mikä on tangentin yhtälö?








Tästä f ′(1) = 4
(1+1)2
= 1.
b) Suoran yhtälö on pisteen (1, 2) kautta on y − y0 = k(x − x0), mistä
saadaan y − 2 = 1(x− 1), josta tulee y = x+ 1.
V astaus : a)k = 1(, )
b)y = x+ 1(.)
Tehtävä 30. Käyrälle y = x
2−1
x
piirretään tangentti pisteeseen (1, 0).
a) Mikä on tangentin kulmakerroin k?
b) Mikä on tangentin yhtälö?
a) Käyrän y derivaattafunktio on
f ′(x) =










b) Suoran yhtälö on pisteen (1, 0) kautta on y − y0 = k(x − x0), mistä
saadaan y − 0 = 2(x− 1), josta tulee y = 2x− 2.
V astaus : a)k = 2(, )
b)y = 2x− 2(.)
C Liite: Editori.js koodi ja sen toiminta
/*
* author = Leo Martio
* Skripti sisältää matematiikka editorin muuttujat ja funktiot
*/
/*
* Editori tutkii minkä syötteen käyttäjä näppäimistöltä antaa ja
* tulostaa sitä vastaavan merkin editoriin exeCommand metodin avulla.
* Apuna tekstin ja matematiikan kirjoittamiseen käytetään sekä
* insertText että insertHTML ominaisuuksia.
* Editori tunnistaa myös pikanäppäimiä, jotka on ilmoitettu ohjeet-sivustolla.
* Muita editorin käyttämiä exeCommand-apuvälineitä ovat italis, undo, redo,
* delete ja forfardDelete. Jokaisen käyttäjän teon jälkeen tutkitaan
* editorin koodi kaikkiOk()-funktiolla. Kursoria ja sen paikkaa




* oDo on sivuston tekstialueen kentän muuttuja
* sDefTxt on oDo kenttää vastaava HTML-koodin muuttuja
* merkattu on poistettavan matematiikka alueen muuttuja
* etsi on varattujen merkkien muuttuja
*/
var oDo, sDefTxt, merkattu = false;
var etsi = /<\/math>[^\u200C\u0020\u2009℄+/;
//tutkii onko selain safari, palauttaa boolean arvon true/false
(ohjelma käsittelee selainten ss luokat erilailla)
funtion onkoSafari() {
var selain = (navigator ? navigator.userAgent.toLowerCase() : "other");
var sf = "safari";




}//alustaa tekstialueen, palauttaa boolean arvon true,




if (doument.ompForm.swithMode.heked) { asetaDoMoodi(true); }
}
//tekstialueen tekstin muokkausta exeCommand-käskyllä, saa arvoksi
//käskyn (sKasky) ja mahdollisesti sitä vastaavan käskyn arvon (sArvo)

















//tarkistaa, että HTML-koodi moodia ei valittuna ja ilmoittaa käyttäjälle
//jos on, palauttaa boolean arvon false
funtion vahvistaMoodi() {





//muuttaa tekstialuelle joko kirjoitusmoodin tai HTML-koodimoodin


























//lähettää tekstialueen tekstin printterille
funtion printtaaTeksti() {
if (!vahvistaMoodi()) { return; }









//tekee tekstialueen sivusta nettisivun
funtion teeSivu() {
if (!vahvistaMoodi()) { return; }









//tutkii mikä näppäin päästettiin ylös ja tekee tarvittavat toiminnot
//saa muuttujana onkeydown-tapahtuman
funtion nappainAlas(e){
var altPainettu = false;
var trlPainettu = false;
var shiftPainettu = false;
//pikanäppäimet Alt näppäimellä, ei trtAlt näppäimellä
if ((e.altKey) && (e.trlKey == false)) {
altPainettu = true;
//undo U









































































































<mtext lass=\'raja\'>lim</mtext><mrow><mn lass=\'eityhja huomio\'>\u2009</mn>









































if (altPainettu && e.keyCode == 90) {
vinoko();
muokkaaTeksti('insertHTML','\u2009&#8204;<math lass=\'mat\'><munderover>








if (altPainettu && e.keyCode == 71) {
vinoko();
muokkaaTeksti('insertHTML','\u2009&#8204;<math lass=\'mat\'><munderover>






































<mfened lass=\'merkki\' open=\'{\' lose=\' \' separators=\' \'>





































































































































































































































































































































































































else if (((e.keyCode > 47) && (e.keyCode < 58)) || (e.keyCode == 60) ||
(e.keyCode == 189) || (e.keyCode == 173) || (e.keyCode == 160) ||
(e.keyCode == 171) || (e.keyCode == 188) || (e.keyCode == 190) ||
































































































































































































































//editorin toiminta normaalinäppäimillä:numerot ja pienet kirjaimet

























































































































































































































































































































































//tutkii, että kirjoituksen tai matematiikan lisäyksen jälkeen kaikki on ok ja
















//merkkaa poistettavan matematiikka osan harmaaksi
//saa muuttujaksi merkattavan kohdan ja tiedon siitä kuinka monta
//math-koodia pitää merkata
funtion merkkaa(kohta,tyhjia){




// merkkaa ei poistettavat matematiikkakohteet valkoisiksi
funtion varivalkoiseksi() {
var kaikki = oDo.getElementsByTagName("math");
for (i = 0; i < kaikki.length; i++)
kaikki[i℄.setAttribute("mathbakground","transparent");
var matikanloppu = oDo.innerHTML.searh(etsi);






//lisää tekstialueen HTML-koodiin kohta-paikalle
//rivi-muuttujan sisältämän arvon
//saa arvoksi muuttujan kohta (mihin lisäys tehdään) ja rivi (mikä lisätään)
funtion lisaa(kohta,rivi) {
var alku = oDo.innerHTML.slie(0,kohta);
var loppu = oDo.innerHTML.slie(kohta);
oDo.innerHTML = alku + rivi + loppu;
}
//kääntää annetun tekstin (tama) ympäri ja palauttaa käännetyn arvon
funtion kaanna(tama) {
tama = tama.split("");
var kaannettytama = '';




//etsii poistettavan (tuhottava) kohdan alkupään ja palauttaa tämän kohdan
funtion tuhous(tuhottava) {
var poista = oDo.innerHTML.slie(0,tuhottava);
var ovaarin = kaanna(poista);
var etsialku = ovaarin.indexOf("htam<");
var etsiloppu = ovaarin.indexOf(">htam/<");
while ((etsiloppu != -1) && (etsiloppu < etsialku)) {
etsialku = ovaarin.indexOf("htam<",(etsialku + 1));
etsiloppu = ovaarin.indexOf(">htam/<",(etsiloppu + 1));
}
return (poista.length - etsialku - 5);
}
//etsii onko matematiikka tageissa msup,msub,msubsup,mroot,mfra
//liian vähän tageja ja
//jos on niin kumoaa käyttäjän edellisen toiminnon
funtion etsivaarasup() {
var vaarasup = /(<msub>[^<℄|<msup>[^<℄)/;
var vaarasupko = oDo.innerHTML.searh(vaarasup);




var vaarasubsup = /<msubsup>[^<℄/;
var vaarasubsupko = oDo.innerHTML.searh(vaarasubsup);




var subsupeja = oDo.getElementsByTagName("msubsup");
for (i = 0;i < subsupeja.length; i++) {




var rootit = oDo.getElementsByTagName("mroot");
for (i = 0;i < rootit.length; i++) {
if (rootit[i℄.hildNodes.length != 2) {
muokkaaTeksti('undo');
}}
var jaot = oDo.getElementsByTagName("mfra");
for (i = 0;i < jaot.length; i++) {





//tutkii poistetaanko matemaattista merkkiä ja jos ollaan
//poistamassa, estää sen
funtion etsivaaramerkki() {
var rajat = oDo.getElementsByClassName("raja");
var intit = oDo.getElementsByClassName("int");
var sijintit = oDo.getElementsByClassName("sijint");
var summat = oDo.getElementsByClassName("summa");
var tulot = oDo.getElementsByClassName("tulo");
for (i = 0; i < rajat.length; i++) {




for (i = 0; i < intit.length; i++) {




for (i = 0; i < sijintit.length; i++) {




for (i = 0; i < summat.length; i++) {




for (i = 0; i < tulot.length; i++) {





//tekee bakspae merkkauksen tai poiston matematiikka tekstille
//palauttaa boolean arvon (poistettiinko vai ei)
funtion poistoTakaa() {
//aluksi tutkitaan onko poistettava tekstialueen viimeinen osa,
//jos on niin merkataan tai poistetaan
var viimeinen = oDo.innerHTML.searh(/<\/math>$/);
if (viimeinen != -1) {
var alku = tuhous(viimeinen);
if (merkattu == false) {
var apuri = oDo.innerHTML.slie(0,alku);
var kuinkamontaalusta1 = apuri.math(/<math/g);











//tutkitaan onko poisto matematiikan tageissa tai varatulla merkillä
etsivaarasup();
etsivaaramerkki();
//sitten tutkitaan ollaanko poistamassa matematiikkaa ja jos ollaan,
//niin merkataan poistettava kohta tai poistetaan se
var matloppu = oDo.innerHTML.searh(etsi);
if (matloppu != -1) {
var matalku = tuhous(matloppu);
if (merkattu == false) {
var apuri = oDo.innerHTML.slie(0,matalku);
var kuinkamontaalusta = apuri.math(/<math/g);












//tekee del-näppäimen merkkauksen tai poiston matematiikka tekstille
//palauttaa boolean arvon (poistettiinko vai ei)
funtion poistoEdesta() {
//tutkitaan onko poisto matematiikkasubilla tai varatulla merkillä
etsivaarasup();
etsivaaramerkki();
var etsipoistettava = /[^\u200C\u0020\u2009℄<math/;
var matikanalku = oDo.innerHTML.searh(etsipoistettava);
if (matikanalku != -1) {
var mistaalkaen = oDo.innerHTML.slie((matikanalku+2));
if (merkattu == false) {
var alkuunasti = oDo.innerHTML.slie(0,matikanalku);
var kuinkamones = alkuunasti.math(/<math/g);











//poistaa harmaalla merkityn matematiikkatekstin
funtion poista() {
var mika = doument.getElementsByClassName("mat");
for (i = 0; i < mika.length; i++) {







//tekee luokat oikeannimisiksi, jos on käytetty kopiointia ja/tai
//selaimena on Safari
funtion luokatOikein() {
for (j = 0; j < oDo.getElementsByTagName("i").length;j++) {
if ((oDo.getElementsByTagName("i")[j℄.hildNodes[0℄.nodeType != 3) &&
(oDo.getElementsByTagName("i")[j℄.hildNodes[0℄.nodeName != "math")) {
var kursiivi = doument.reateElement("i");















for (i = 0; i < oDo.getElementsByTagName("math").length;i++)
oDo.getElementsByTagName("math")[i℄.lassName = "mat";
for (i = 0; i < oDo.getElementsByTagName("mfra").length;i++)
oDo.getElementsByTagName("mfra")[i℄.lassName = "jako";
for (i = 0; i < oDo.getElementsByTagName("mfened").length;i++)
oDo.getElementsByTagName("mfened")[i℄.lassName = "merkki";
for (i = 0; i < oDo.getElementsByTagName("mtable").length;i++)
oDo.getElementsByTagName("mtable")[i℄.lassName = "mat";
for (i = 0; i < oDo.getElementsByTagName("msqrt").length;i++)
oDo.getElementsByTagName("msqrt")[i℄.lassName = "merkki";
for (i = 0; i < oDo.getElementsByTagName("mroot").length;i++)
oDo.getElementsByTagName("mroot")[i℄.lassName = "merkki";
for (i = 0; i < oDo.getElementsByTagName("mn").length;i++) {
if (oDo.getElementsByTagName("mn")[i℄.textContent != "\u200C") {





if (oDo.getElementsByTagName("mn")[i℄.textContent == "\u222B") {
oDo.getElementsByTagName("mn")[i℄.lassName = "int";
}




for (i = 0; i < oDo.getElementsByTagName("mtext").length;i++) {





for (i = 0; i < oDo.getElementsByTagName("msup").length;i++) {
oDo.getElementsByTagName("msup")[i℄.setAttribute("lass","ylaind");
}
for (i = 0; i < oDo.getElementsByTagName("msub").length;i++) {
oDo.getElementsByTagName("msub")[i℄.setAttribute("lass","alaind");
}




if (doument.getElementById("vastaus") != null) {





















//Tekee tyhjän matematiikka-tekstin kohdan taustan vihreäksi ja
//ei-tyhjän läpinäkyväksi
funtion boxiko() {
var mustat = oDo.getElementsByClassName("huomio");
for (i = 0; i < mustat.length; i++) {













//poistaa tyhjät merkit sellaisesta matematiikka koodista, jossa on tekstiä
funtion poistaTyhjat() {
var paikat = oDo.getElementsByClassName("eityhja");
for (i=0; i < paikat.length;i++) {
if ((paikat[i℄.textContent == "\u2009") ||



















//antaa tekstittömälle matematiikka-riville tyhjän merkin arvoksi
funtion tyhjaanMerkki() {
var mrivit = oDo.getElementsByClassName("eityhja");
for (i = 0; i < mrivit.length; i++) {







//Estää laittamasta merkkiä tyhjäksi tarkoitettuun paikkaan
funtion esta() {
var paikkaus = oDo.getElementsByClassName("tyhja");
for (i=0; i < paikkaus.length; i++) {




var montako = oDo.innerHTML.math(/<math lass="mat"/g).length;
var tutkittava, p1, p2, p3;
var kohta1 = 0;
var kohta2 = 0;
for ( i = 0; i < montako; i++) {
p1 = oDo.innerHTML.indexOf("<math lass=\"mat\"", kohta1);
p2 = oDo.innerHTML.indexOf("</math>", kohta2);
tutkittava = oDo.innerHTML.slie(p1,p2);
p3 = tutkittava.searh("<br>");
if (p3 != -1 ) {
muokkaaTeksti('delete');
}
kohta1 = p1 + 1;
kohta2 = p2 + 1;
}
}









// kursorin käsittelyä varten
// tallennaValinta muuttujaan talletetaan kursorin paikka tai valittu teksti
// palautaValinta palauttaa tämän paikan tai valinnan
var tallennaValinta, palautaValinta;
//tallennaValinta (sisäinen funktio) tallettaa kursorin vanhan paikan
//window.getSeletion ja reateRange metodien avulla (uusimmat selaimet)
//tallennaValinta saa arvokseen tekstialue-kentän (ontainerEl) ja
//mahdollisen kursorin siirron.
//tallennaValinta palauttaa valitun tekstin tai kursorin
//paikan alku ja loppuarvon
if (window.getSeletion && doument.reateRange) {
tallennaValinta = funtion(ontainerEl, kursorinSiirto) {
var pituus = window.getSeletion().getRangeAt(0);
var valittuPituus = pituus.loneRange();
valittuPituus.seletNodeContents(ontainerEl);
valittuPituus.setEnd(pituus.startContainer, pituus.startOffset);
var start = valittuPituus.toString().length + kursorinSiirto;
var end = start + pituus.toString().length;
return {
start: start,
end: start + pituus.toString().length
}
};
// palautaValinta (sisäinen funktio) saa arvokseen tekstialueen (ontainerEl)
//ja mahdollisen tallentun arvon
palautaValinta = funtion(ontainerEl, savedSel) {
var harIndex = 0, pituus = doument.reateRange();
pituus.setStart(ontainerEl, 0);
pituus.ollapse(true);
var nodeStak = [ontainerEl℄, node, foundStart = false, stop = false;
while (!stop && (node = nodeStak.pop())) {
if (node.nodeType == 3) {
var nextCharIndex = harIndex + node.length;
if (!foundStart && savedSel.start >= harIndex && savedSel.start
//<= nextCharIndex) {
pituus.setStart(node, savedSel.start - harIndex);
foundStart = true;
}
if (foundStart && savedSel.end >= harIndex && savedSel.end <= nextCharIndex) {

















//tätä käytetään, jos selain ei tunnista window.seletion tai
//reateRange metodeja (tarkoitettu vanhoille explorer selaimille)
//Tässä käytössä doument.seletion ja reateTextRange elementit
else if (doument.seletion && doument.body.reateTextRange) {
tallennaValinta = funtion(ontainerEl,kursorinSiirto) {
var valittuTeksti = doument.seletion.reateRange();
var esiValittuTeksti = doument.body.reateTextRange();
esiValittuTeksti.moveToElementText(ontainerEl);
esiValittuTeksti.setEndPoint("EndToStart", valittuTeksti);
var start = esiValittuTeksti.text.length + kursorinSiirto;
return {
start: start,
end: start + valittuTeksti.text.length
}
};
palautaValinta = funtion(ontainerEl, savedSel) {








// savedSeletion on funktion doSave() ja doRestore()
//globaalimuuttuja kursorille
var savedSeletion;
// Tallettaa tekstialueen kursorin paikan
funtion doSave(siirros) {
savedSeletion = tallennaValinta(doument.getElementById("tekstiAlue"), siirros);
}






//Lisää liitä-ominaisuuden kuuntelijan ja varmistaa sen olevan
//liitettävän tekstin tulevan vain
// tekstialueesta. Tekstialue ei osaa lukea kaikkea html-koodia ja
//voi mennä siitä siten sekaisin.
doument.addEventListener('paste', funtion(e){
e.lipboardData.getData('text/html');




// Tallettaa tekstialueen tekstin loalStorage-muuttujalle
//mika-nimiseen kohtaan
funtion tallenna() {




// Hakee loalStorage-muuttujalle tallennetun mika-nimisen kohdan arvon
//oDo-muuttujan arvoksi
funtion avaa() {











//tyhjentää tiedon vastauksen oikeellisuudesta
funtion tyhjenna() {
doument.getElementById("oikeinvaivaarin").innerHTML = "Vastauksesi on...";
}
